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Vorwort

DasvorliegendeBuch ist ausVorlesungenentstanden,die ich wiederholtan der Uni-
versiẗat Frankfurtam Main gehaltenhabe.Dieserichtetensich als Ergänzungzu den
Kursvorlesungenin TheoretischerPhysikanStudierendederPhysik,Astrophysikund
MathematiknachdemVorexamen.Vorkenntnissein SpeziellerRelativitätstheoriewer-
denalsovorausgesetzt.
DasBuchentḧalt denStoff, derin einerzweisẗundigenVorlesungwährendeinesSeme-
stersbehandeltwurde. Die Darstellungist jedochausf̈uhrlicherals in der Vorlesung.
Das Buch kann daherauchzum Selbststudiumbenutztwerdenund soll an die spe-
ziellere und ausf̈uhrlichereFachliteraturheranf̈uhren. Dem begrenztenStoffumfang
entsprechend,sinddie Ausführungenaufdie wesentlichenApsektederrelativistischen
Gravitationstheoriebeschr̈ankt,sodaßmandasBuch,im Unterschiedzu denumfang-
reicherenMonographien,in relativ kurzerZeit lesenkann. Dabeiwird aberauchwie-
derholt die aktive BeteiligungdesLesersmit Papier und Bleistift gefordert. Anreiz
hierzusollendie aufdenText bezogenen̈Ubungsaufgabenim AnhangA bieten.
In der Einleitungwerdenvorbereitenddie Grenzender SpeziellenRelativitätstheorie
aufgezeigtund die grundlegendenEigenschafteneiner relativistischenGravitations-
theoriein knapperFormdargelegt. Zur Einstimmungaufdie Theoriegeḧorenauchdie
Ausführungen̈uberdie ebensointeressantewie lehrreichehistorischeEntwicklungder
AllgemeinenRelativitätstheoriein Kapitel2. Im AnschlußandienunfolgendeDiskus-
sionderphysikalischenGrundlagenderGravitationstheoriewird derBezugzur nicht-
euklidischenGeometriedesRaum-Zeit-Kontinuumsanschaulicherläutert.Nachdieser
verbalenDarlegungdesZusammenhangsvon GravitationundGeometrieim Riemann-
schenRaumwerdenin Kapitel4 diezurmathematischenFormulierungderTheorieer-
forderlichendifferentialgeometrischen Begriffe eingef̈uhrt. Hierbei dienteals Vorbild
dasin demvorzüglichenBuch

”
Space-TimeStructure“ vonErwin Schr̈odingerverfolg-

te Konzept,die RiemannscheMaßbestimmungerstsp̈at einzuf̈uhren. Ausgehendvon
möglichst schwachenAnnahmenüber die Raum-Zeit-Strukturwerdenalso zun̈achst
die allgemeinenEigenschaftendifferenzierbarerMannigfaltigkeitendiskutiertundder
in derPhysikwichtigeBegriff derVektorfeldes(bzw. Tensorfeldes)erklärt. Führtman
nun denaffinen Zusammenhangals zus̈atzlicheStrukturein, dannrücken die folgen-
denBegriffe in denVordergrunddesInteresses:die Vektor̈ubertragung,die kovariante
Ableitung,autoparalleleKurvensowie derTorsions-undKrümmungstensor. Dasieun-
abḧangigvondermetrischenStruktursind,werdensiehiervor EinführungeinerMetrik
behandelt.In diesemallgemeinergefaßtenRahmentritt derUnterschiedzwischenrein
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differentialgeometrischen Begriffen undund densp̈atereingef̈uhrtenphysikalischbe-
deutsamenGrößenklarer hervor. Die Einführungder Metrik als weitereStruktur in
Kapitel5 leitetdanndenÜbergangvonderDifferentialgeometriezurGravitationstheo-
rie ein, der in Kapitel 6 mit der Diskussionder physikalischenGrundgesetzein der
RiemannschenRaum-Zeitvollzogenwird. Die EinsteinschenFeldgleichungenfolgen
dannin Kapitel7 nahezuzwangsl̈aufigauswenigenplausiblenAnnahmenundwerden,
ihrer grundlegendenBedeutungentsprechend,auchals Euler-Lagrange-Gleichungen
auseinemVariationsprinziphergeleitet.Esfolgt in Kapitel8 dieDiskussionderfür die
AnwendungenbesonderswichtigenkugelsymmetrischenLösungderFeldgleichungen,
die dannim Kapitel 9 bei derÜberpr̈ufungderTheorieim SonnensystemVerwendung
findet. In demabschließendenKapitel überGravitationswellenwird ein besondersin-
teressantesundaktuellesProblembehandelt,dennesbestehtdieberechtigteHoffnung,
daßdiederzeitigenweltweitenBemühungenin naherZukunftzueinemdirektenNach-
weisvon Gravitationswellenführenwerden.
Die BerücksichtigungweitererinteressanterThemenwärenüberdengestelltenRah-
men dieserEinführungzu weit hinausgegangen. So mußtees bei der hier subjektiv
getroffenenAuswahl bleiben. Hinsichtlich weitererEinzelheitenüberden Inhalt des
BuchesseiaufdasInhaltsverzeichnishingewiesen.
Für die DurchsichtdererstenbeidenKapitel und die nützlichenBemerkungenhierzu
möchteich Herrn ProfessorFriedrichW. Hehl (Köln) herzlichdanken. Ebensodan-
ke ich Herrn Dr. Helmut Rechenberg (München)für seineausf̈uhrlicheStellungnah-
mezurEntwicklungderAllgemeinenRelativitätstheorie,insbesonderehinsichtlichder
VerbindungzwischenEinsteinundHilbert undihrerunterschiedlichenBeiträgeim ent-
scheidendenJahr1915.Außerdemgilt meinbesondererDankHerrnDr. RudolfStaudt
(Augsburg) für die geduldigeundsachkundigeHerstellungder für denDruck fertigen
VorlagedesManuskripts.
VonderAllgemeinenRelativitätstheoriegehtwegenderengenVerkn̈upfungvonPhysik
undGeometrieein besonderer̈asthetischerReizaus.Siefasziniertdurchihre logische
Geschlossenheitund Scḧonheit. NebengrundlegendenEinsichteneröffnet sie einen
weitenBereichinteressanterAnwendungen.Wennesgelingt,hiervoneinenerstenEin-
druckzuvermittelnunddasInteresseandiesemweiterhinwichtigenForschungsgebiet
derPhysikzufördern,dannist einwesentlichesZiel desBucheserreicht.Mögeesviele
Freundegewinnen.

Oldendorf,im Oktober2000 Ulrich E. Schr̈oder



Kapitel 1

Einleitung

In dieserEinführungin die AllgemeineRelativitätstheoriegehenwir davon aus,daß
die GrundtatsachenderSpeziellenRelativitätstheoriebekanntsind; einschließlichder
entsprechendenmathematischenMethode,derTensoranalysisim Minkowski-Raum.
Beim StudiumderSpeziellenRelativitätstheoriesolltedeutlichgewordensein,daßder
NameRelativitätstheoriekeineglücklicheBezeichnungdarstellt,sonderndenwesent-
lichenInhaltderTheoriein ehernegativer Weiseumschreibt.In ihrerhistorischenEnt-
wicklung wurdemit demRelativitätsprinzipder Begriff desabsolutruhendenÄthers
zurückgewiesen.
Die entscheidendeAussagederSpeziellenRelativitätstheorieist die Invarianz(Kovari-
anz)derNaturgesetzegegen̈uberdemWechselvon Inertialsystemengem̈aßdenTrans-
formationenderPoincaŕe-Gruppe.Damit wird gekl̈art, in welchemSinnabsolute,d.h.
vominertialenBezugssystemunabḧangige,physikalischeAussagen̈uberhauptmöglich
sind. Die mathematischeStrukturderphysikalischenGesetzeist dadurchin derForm
von Tensorgleichungenfestgelegt.
Der Grund für dasAttribut

”
spezielle“ und die damit verbundeneEinschr̈ankungist

häufig mißverstandenworden. DieseEinschr̈ankungbesagt,daßdie SpezielleRe-
lativitätstheorienur in solchenFällen gilt, in denenkeineGravitationseffekte auftre-
ten. Die gelegentlichanzutreffendeBehauptung,daßdie SpezielleRelativitätstheorie
nurbeiBewegungenohneBeschleunigungen(sogenannteTrägheitsbewegungen)anzu-
wendensei, ist unzutreffend. Man führt denVierervektor desImpulsesein und kann
die beschleunigteBewegung einesTeilchensunter der Wirkung einer äußerenKraft
(Minkowski-Kraft) beschreiben.Es sei z. B. an die von der Elektrodynamikher be-
kannteBewegungsgleichungeinerLadung� im äußerenelektromagnetischenFeld

�����
erinnert, ��� ��
	�� �
 ������� � � (1.1)

Hier bezeichnen
� �

und
� �

dieVierervektorendesImpulsesbzw. derGeschwindigkeit,	
die Eigenzeitund 
 die Lichtgeschwindigkeit.

AndererseitszeigtsichderKonflikt desNewtonschenGravitationsgesetzes�� ������� ���� ���� ����� � �! #"%$'&)(+*','- �/. (1032/(+4 (1.2)
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mit derSpeziellenRelativitätstheoriein verschiedenerWeise.DieseRelationist kovari-
antgegen̈uberderGruppederräumlichenDrehungen,diedenAbstand� �6587 4�9;:)4<9= 4?>30A@B4 invariantläßt,undgegen̈uberderGalilei-TransformationC � CED � �� D � �� � �F C .
Diestrifft auchfür die entsprechendePotentialgleichungzu�G 4IH 5 �� > �KJ!L��NMO5 �� > � (1.3)

wobei H dasGravitationspotentialeinerMaterieverteilungderDichte M ist. Ausgehend
vonderMasse

�
alsderim Ursprung(

�� �K& ) gelegenenQuelledesGravitationsfeldes,
führt die Lösungder PotentialgleichungH �P�Q� �SR � gem̈aß der Definition

�� �� � �G H aufdasGravitationsgesetz(1.2).
In der SpeziellenRelativitätstheoriewird die grundlegendeSymmetriedurchdie Lo-
rentz-Gruppebeschrieben,die T 4 � 
 C 4 �U7 4 � : 4 � = 4 invariantläßt.Die Relationen
(1.2)und(1.3)sindjedochnicht kovariantgegen̈uberderLorentz-Gruppe.
Physikalischbedeutetdies,daßin derNewtonschenTheoriedie Lichtgeschwindigkeit
keineinvarianteGrößeist und ihr auchnicht die BedeutungeinerGrenzgeschwindig-
keit zukommt. Die Gravitation wirkt hier instantan,d.h. ihre Wirkung breitetsichmit
unendlicherGeschwindigkeit aus(Fernwirkungstheorie).HatmanzurVermeidungdie-
sesKonflikts dasNewtonscheGravitationsgesetzaufzugebenodermöglicherweiseso
zu modifizieren,daßesmit derSpeziellenRelativitätstheorievertr̈aglichwird?

Grenzender SpeziellenRelativit ätstheorie

Die einfachstespeziell-relativistische VerallgemeinerungderPoisson-Gleichung(1.3)
führt aufdie WellengleichungV H �XW $
 4ZY 4Y C 4

� �G 4\[ H ���]J!L��NM (1.4)

undwürdesomitdie AusbreitungentsprechenderStörungenderGravitation mit Licht-
geschwindigkeit enthalten.DurcheinensolchenAnsatzentstehenaberandereSchwie-
rigkeiten. Mit H als skalaremFeldmußauch M ein Skalarsein. Andererseitserwartet
man wegen der Äquivalenzvon Masseund Energie ( ^ � � 
 4 ), daßjede Energie-
dichteebensowie die MassendichteQuelledesGravitationspotentials seinsollte. Die
Energiedichteist aberkeineskalareGröße,sonderndie Komponente_�`a` desEnergie-
Impuls-Tensors.Wollte mannundie zurEnergiedichtedeselektromagnetischenStrah-
lungsfeldes̈aquivalenteMassein der Gleichung(1.4) ber̈ucksichtigen,hättemanauf
derrechtenSeitedie skalareGrößeb ��� _ ��� R 
 4 für die Massendichteeinzusetzen.Man
überzeugtsich aber leicht, daßdieserAusdruck,d.h. die Spur desEnergie-Impuls-
Tensors,im Falle deselektromagnetischenStrahlungsfeldesNull ergibt. Da die Pho-
tonenkeineRuhmassebesitzen,ist eineandereKopplungdesGravitationsfeldes(hierH ) an dasStrahlungsfeldnicht möglich. Das heißt, in dieserskalarenTheoriekann
ein LichtstrahldurchdasGravitationsfeldnicht abgelenktwerden. Dies widerspricht
jedochdenBeobachtungen.Aus diesenÜberlegungenfolgt, daßin einer relativisti-
schenTheoriedieGravitationserscheinungennichtdurcheinskalaresFeldbeschrieben
werdenkönnen.
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Somitliegt esnahe,beieinemweiterenVersuchstatteinesskalarenFeldeseinsymme-
trischesTensorfeldH ��� � H �c� einzuf̈uhren.An dieStellederGleichung(1.4)tritt dann
(beiWahlderEichung Y � H

��� �K& )V H ��� �d�]J!L�� _ ��� � (1.5)

wobei _ ��� denEnergie-Impuls-Tensorbezeichnet.In diesertensoriellenTheoriekann
zwardieLichtablenkungkorrektbeschriebenwerden,dochfür diePerihelverschiebung
wird ein Wert vorhergesagt,der mit den Beobachtungenam PlanetenMerkur nicht
übereinstimmt.Außerdemstellt sich heraus,daßdieserAnsatznicht selbstkonsistent
ist, denneinerseitswird Y � _

��� �K& gefordert,andererseitswärediesaberauszuschlie-
ßen.1

Abgesehenvon diesenSchwierigkeiten ist festzustellen,daßdie Gleichung(1.5) auf
der linkenSeitedenlinearenDifferentialoperatorderWellengleichungentḧalt, die das
NewtonschenGesetzverallgemeinernderelativistischeGravitationstheorieabernicht-
linear sein muß. Um dies zu sehen,sei an die Äquivalenzvon Masseund Energie
erinnert. Das von einer MassenverteilungerzeugteGravitationsfeldbesitztdemnach
einebestimmteEnergiedichte,die einerMassendichtëaquivalent ist. DieseMassen-
dichtestellt ihrerseitseineQuellevon Gravitation dar und trägt zum Gravitationsfeld
bei. Daherist die relativistischeGravitationstheorieeinenichtlineareTheorieunddie
entsprechendenFeldgleichungenmüssenkomplexer seinals der einfachelineareAn-
satz(1.5).
Bei demVersuch,dasNewtonscheGravitationsgesetzrelativistischzuverallgemeinern,
erweistsichalsoderRahmenderSpeziellenRelativitätstheoriealszueng.Dieserkennt
manauchdaran,daßdie Gravitationserscheinungen mit demin der SpeziellenRela-
tivitätstheoriegrundlegendenBegriff desglobalenInertialsystemsunvertr̈aglich sind.
Bei derFormulierungderrelativistischenMechanikwird dasNewtonscheTrägheitsge-
setzbenutztundsomitderBegriff desinertialenBezugssystemseingef̈uhrt. In einem
Inertialsystembewegt sichein kräftefreierKörpermit konstanterGeschwindigkeit auf
einerGeraden,oderer ruht. Zu einerPrüfung desTrägheitsgesetzesist demnachein
Probek̈orper erforderlich,auf denkeineKräfte einwirken. Nun ist eszwar möglich,
Materiegegen̈uberder elektromagnetischenWechselwirkung abzuschirmen,dochdie
WirkungderGravitation kannprinzipiell global(oderauchnur in größerenBereichen)
nicht kompensiertwerden. Wennein Körper frei fällt, wird die Gravitationswirkung
lokal andiesemOrt aufgehoben.2 Wasjedochnicht kompensiertwerdenkann,ist die
Inhomogeniẗat desGravitationsfeldes,die zu einer relativen Beschleunigungbenach-
barterKörper führt. So ist z.B. von einemLabor ausgesehen,dasam Nullmeridian
in Greenwichfrei fällt und dort ein Inertialsystemdarstellt,ein überHamburg fallen-
desLabornicht beschleunigungsfrei. Da Hamburg bei etwa 10e östlicherLängeliegt,
bildet die Richtungder Erdbeschleunigungb in Hamburg einenWinkel von 10e mit
derjenigenam Nullmeridian. Dies entsprichteinerrelativen Beschleunigung,die zur
Annäherungderbeidenfrei fallendenSystemeführt.

1Näheresdazufindetmanin Ch.W. Misner, K.S. Thorne,J.A. Wheeler:Gravitation,W.H. Freeman&
Co.,SanFrancisco1973,S.186.

2HieraufberuhtdasPḧanomenderSchwerelosigkeit in Raumschiffen.
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Als weiteresBeispielfür dieWirkungdernichtzukompensierendenInhomogeniẗat des
GravitationsfeldeskanndieEntstehungderGezeitendienen.Bei ihremUmlaufumdie
Sonnebefindetsichdie Erdeim ZustandeinerpermanentenfreienFallbewegung.Das
Gravitationsfeldder Sonneist auf dengegen̈uberliegendenSeitender Erde(der Tag-
undNachtseite)nichtgleichstark,wodurchdieSonnengezeitenaufderErdeverursacht
werden.Entsprechendesgilt für dieMondgezeiten.
Wollte man die Wirkung der Gravitation vermeiden,müßtendie Experimentedort
stattfinden,wo eskein Gravitationsfeld,keinegravitierendeMateriegibt. Dies wäre
aberauspraktischenGründenkaumzu realisierenundaußerdemauchproblematisch.
Schließlichentḧalt dasUniversumMateriein vielfältigenFormen,so daßihr Einfluß
prinzipiell nicht zu vermeidenseindürfte. So gesehenist dasglobaleInertialsystem
derSpeziellenRelativitätstheorieein sehridealisierterBegriff. Die Experimentewer-
denauf derErde,d.h. in derNähegravitierenderMateriedurchgef̈uhrt, undauchdie
astrophysikalischenBeobachtungenresultierenausVorgängen,diesichzwar in großen
Entfernungenvonuns,aberdochamEntstehungsortin unmittelbarerNähegroßerMas-
sen(Sterne,Sternsysteme,usw.) ereignen.

Lokale Inertialsysteme

In derUmgebungvonMassenkann,wie wir gesehenhaben,wegenderstetsvorhande-
nenInhomogeniẗatdesGravitationsfeldesnurlokal einInertialsystemrealisiertwerden.
So stellt ein Satellit, der im freien Fall die Erdeumkreist,nicht rotiert, dessenTrieb-
werke abgeschaltetsind, in guterNäherungein lokalesInertialsystemdar. In diesem
frei fallendenLaborkannfestgestelltwerden,ob dasTrägheitsgesetzdortgilt.
Zur VeranschaulichungderSituationbetrachtenwir zwei verschiedengroßeSatelliten
(ohneEigenrotationundohnezus̈atzlicheSchubkraft),die in unterschiedlicherEntfer-
nung die Erde umkreisen. In dieserSituationist im Schwerpunktder Satellitendie
Gravitationsanziehung entgegengesetztgleich der Zentrifugalkraft. Auf der zur Erde
nähergelegenenSeitedesSatellitenist die Gravitationsanziehung jedochsẗarker und
die Zentrifugalkraftschẅacher. Auf der weiter entferntenSeiteist es geradeumge-
kehrt. Im Fall desgroßenSatellitenbedeutetdies,daßdieunterhalbdesSchwerpunktes
befindlichenKörperauf die Erdezu,diejenigenoberhalbdesSchwerpunktesin entge-
gengesetzterRichtungbeschleunigtwerden.DervondemgroßenSatelliteneingenom-
meneRaumstellt somit insgesamtkein Inertialsystemdar. Im Unterschieddazukann
die AusdehnungdeskleinenSatellitensobemessensein,daßinnerhalbdererreichba-
ren Meßgenauigkeit dasGravitationsfeldals homogenund damit der Satellit als ein
Inertialsystemin dembegrenztenBereichangenommenwerdenkann. Da jedeInho-
mogeniẗat im Prinzip feststellbarist, kannein Bezugssystemgenaugenommennur in
einemverschwindendkleinenBereich,mathematischausgedr̈uckt in einemPunkt,als
inertial angesehenwerden.
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VerallgemeinerteTr ägheitsbewegung

Bei Einbeziehungder Gravitation kommt offenbar dem Begriff des Inertialsystems
nicht mehr die ausgezeichneteStellungzu wie in der SpeziellenRelativitätstheorie.
NachdenvorigenAusführungenwird aberauchdeutlich,daßin jederTheoriederGra-
vitation lokale Inertialsystemeals Grenzfall zugelassenseinsollten. Bei der Formu-
lierung einerrelativistischenGravitationstheorie,derAllgemeinenRelativitätstheorie,
liegt nunfolgenderGedankealsnützlicherAusgangspunktnahe,deraufAlbertEinstein
zurückgeht.DadieGravitationswirkungennichtabgeschirmtundsomitdiegem̈aßdem
TrägheitsgesetzdefiniertenInertialsystemenur lokal eingef̈uhrt werdenkönnen,gehe
mandavonaus,daßGravitationundTrägheitnichtgetrenntzubetrachtensind,sondern
im Grundezusammengeḧoren.Die Wirkungen,diebeidePḧanomeneaufeinenKörper
aus̈uben,sind schließlichgleich: die auftretendenKräfte sind in jedemFalle (Gravi-
tationskr̈afte, Inertialkr̈afte) proportionalzur MassedesKörpers. Dementsprechend
ist essinnvoll, von demTrägheitsgesetzin einerallgemeinenFormulierungauszuge-
hen.Hiernachgibt eseineallgemeineStandardbewegung,undwennein Körperdieser
Standardbewegungfolgt, wirkenkeineKräfteauf ihn. In demspeziellenFall einesIn-
ertialsystemsist dieseStandardbewegung danndie Bewegungauf einerGeradenmit
konstanterGeschwindigkeit. Die Standardbewegung3 (verallgemeinerteTrägheitsbe-
wegung)ist hiernachjedeBewegung,dienurdurchTrägheitundGravitation,diebeide
allenKörperneigensind,hervorgerufenwird, wie z.B.beiderBewegungim freienFall
undbei derBewegungderErde(im freienFall) um die Sonne.Zus̈atzlicheKräftesind
dannalsdiejenigenKräftedefiniert,die denKörpervon seinerStandardbewegungab-
bringen.Gravitation undTrägheitbildensozusagendenHintergrund,vor demsichalle
übrigenBewegungenunterdemEinflußandererKräfteabspielen.

Eigenschaftender relativistischenGravitationstheorie

Als unaufhebbarerBestandteildesGravitationsfeldesbewirkenseineInhomogeniẗaten
einerelativeBeschleunigungbenachbarterKörper. DiesenwesentlichenEffekt mußdie
zuformulierenderelativistischeGravitationstheoriebeschreiben.Bei Vernachl̈assigung
der relativen Beschleunigung(d.h. der InhomogeniẗatendesFeldes)sollte sie in die
SpezielleRelativitätstheoriëubergehen.Sowohl dieseForderungenals auchdie Kon-
zeptionder verallgemeinertenkräftefreienBewegungsind in der von Albert Einstein
entwickeltenAllgemeinenRelativitätstheorierealisiert.DieseTheoriehatfolgendeEi-
genschaften:

1. Sieist relativistisch,d.h. sieergibt lokal, beimöglicherVernachl̈assigungderIn-
homogeniẗatenauchin kleinenBereichen,dieSpezielleRelativitätstheorie,deren
Gültigkeit experimentellsehrgenauüberpr̈uft ist.

2. Sieergibt in großenBereichen,dort wo schwacheGravitationsfeldervorhanden
3Die StandardbewegungensinddurchauskomplizierteralsdieBewegungenaufeinerGeradenmit kon-

stanterGeschwindigkeit. Siewerdenmathematischdurchdie Geod̈atenin einergekr̈ummtenRaum-Zeit-
Mannigfaltigkeit (einemRiemannschenRaum)beschrieben.Wir werdensp̈aterdaraufzurückkommen.
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sind,in guterNäherungdieNewtonscheGravitationstheorie,diesichbeiderBe-
schreibung der Bewegungenim Sonnensystembewährt hat. Die geringenAb-
weichungenvon denVoraussagender NewtonschenTheorie,die innerhalbdes
Sonnensystemsfestzustellensind,besẗatigendie AllgemeineRelativitätstheorie.

3. Siebeziehtals relativistischeTheoriejedeForm von Energie in die Gravitation
ein, insbesondereentḧalt siedie Wechselwirkung zwischenGravitationsfeldund
elektromagnetischenFeldern(Licht). Die NewtonscheTheorieerlaubthingegen
ohneZusatzannahmenkeineAussagen̈uberdasVerhaltenvon Licht im Gravita-
tionsfeld.

Bei der FormulierungdieserTheorieist eine allgemeinere(und kompliziertere)ma-
thematischeMethodeeinzuf̈uhrenals die in der Mechanikund Elektrodynamikver-
wendeteVektoranalysisim Minkowski-Raum.Dieswird amBeispielderbeidenErd-
satellitendeutlich. Wennsie in ungleichenAbsẗandendie Erdeumkreisen,habensie
verschiedeneUmlaufperiodenund sind gegenseitigbeschleunigt.Dasbedeutet,auch
wenn sie zeitweilig nahegenugbeieinandersind, könnenwir die beidenSatelliten
nicht zu einemeinzigenzusammenf̈ugenund somit auchnicht erwarten,daßeseine
Lorentz-Transformationgibt, die ihre lokalenInertialsystemeineinander̈uberf̈uhrt. Da
dieLorentz-Transformation,die ja linearist, hiernicht in Betrachtkommt,wird dieRe-
lation zwischendenInertialsystemen,die bez̈uglich verschiedenerRaum-Zeit-Punkte
definiertsind,allgemeineralsein linearerZusammenhang,d.h.nichtlinearsein,wie es
auchaufgrundderrelativenBeschleunigungderSystemezuerwartenist. DieseRelati-
on wird durchdie einzigehier in FragekommendeUrsachebestimmt,durchdie Mas-
senverteilung,in derenGravitationsfelddie Inertialsystemesichbewegen. In unserem
Beispielstellt die Erdedie Massenverteilungdar und die sie umkreisendenSatelliten
die Inertialsysteme.Beim VersucheinerglobalenBeschreibungdesGravitationsfeldes
mußmandemnachbereitsein,nichtlineareKoordinatentransformationen zuzulassen,
d.h. auchallgemeinekrummlinige Koordinateneinzuf̈uhren,die nicht global in die
geradlinigenKoordinatendesMinkowski-Raumes̈ubergeführt werdenkönnen.

Gravitation und Geometrie

Man erkennthier die Verḧaltnissewieder, wie sie in gekr̈ummtenRäumenanzutreffen
sind. Dennauchhier ist esnicht möglich, global ein starreseuklidischesKoordina-
tensystemeinzuf̈uhren. Sowürdenz.B. im Fall derOberfl̈acheeinerKugeldie Koor-
dinatenlinienausdenRäumen(d.h. derKugeloberfl̈ache)herausragen.Zum besseren
Versẗandnisist esnützlich, denVergleichmit einergekr̈ummtenFlächeweiterzu ver-
folgen. In kleinenBereichen,die durchFlächenelementedargestelltwerden,gilt auf
einergekr̈ummtenFlächein guterNäherungdie GeometriederEbene,d.h. desflachen
Raumes. Die Flächenelementelassensich abernicht zu einer großenEbeneverei-
nen,sondernstehenin komplizierterRelationzueinander, diedurchdieKrümmungder
Flächebestimmtwird. Die KrümmungderFlächeentsprichtalsogeradedemEinfluß
derMassein derAllgemeinenRelativitätstheorieunddieFlächenelementerepr̈asentie-
rendie Inertialsysteme.
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DieserVergleichist durchausvon größererBedeutungalseszun̈achsterscheinenmag.
In der AllgemeinenRelativitätstheoriewird die Wirkung der Gravitation eineEigen-
schaftdesgekr̈ummtenRaum-Zeit-Kontinuumsunddamitgeometrisiert.Manbezeich-
netdie EinsteinscheGravitationstheoriedaherzutreffend auchals Geometrodynamik.
Die geometrischeStrukturderRaum-ZeitentsprichtdereinesRiemannschenRaumes.
SeineMetrik b ��� 587 > , die dasGravitationsfeldrepr̈asentiert,wird durch die Massen-
und Energieverteilungbestimmt. Die kräftefreieBewegungder Massenim Gravitati-
onsfelderfolgt dannauf Geod̈atenin der gem̈aßder Materiegekr̈ummtenRaum-Zeit
(Standardbewegung). Aus mathematischerSicht stellendie vorhererwähntenlokalen
Inertialsystemedie ebenenTangentialr̈aumedesRiemannschenRaumesin denjewei-
ligen Punktendar. Die Anwendungder Lorentz-Transformationist auf dieseRäume
beschr̈ankt, währendim allgemeinenFall nichtlineareTransformationenerforderlich
sind. In derAllgemeinenRelativitätstheoriesindTrägheit,Metrik undGravitation ver-
einigt. RaumundZeit habenkeineunabḧangigeunddamitabsoluteExistenz,sondern
sindaufsengsteverkn̈upft mit denmateriellenObjekten,die denRaumerfüllen.

Stellung innerhalb der Physik

Hiernachist esversẗandlich,daßdie Formulierungder AllgemeinenRelativitätstheo-
rie von einerentwickeltenMathematikgekr̈ummter, d.h. nichteuklidischerRäumeab-
hängig war. Die hier anzuwendendenMethodensind durchausverschiedenvon der
Tensoranalysisim Minkowski-Raum,die in derSpeziellenRelativitätstheorie,bei der
FormulierungderElektrodynamikundandererFeldtheorienbenutztwird. Sokonntees
dazukommen,daßdie AllgemeineRelativitätstheorienachihrer Entstehungzun̈achst
für mehrereJahrzehntevon denanderenGebietenderPhysiketwassepariertwar. Ein
weitererGrundhierfür liegt sicherauchin demzeitweiligfehlendenFortschrittbei ihrer
AnwendungundexperimentellenPrüfung.
In neuererZeit hatsichdieseSituationjedochvöllig ver̈andert,sodaßdieGravitations-
theoriemit ihren Anwendungenheuteein besondersinteressantesund aktuellesFor-
schungsgebietinnerhalbderPhysikdarstellt.Zu dieserEntwicklunghabendie verfei-
nertenTechnikenbei Pr̈azisionsexperimenten(Mößbauer-Effekt, Radar-Technik,etc.),
derEinsatzvonRaumsonden(Satelliten),sowie neueastrophysikalischeEntdeckungen
(Neutronensterne,Pulsare,Quasare)beigetragen.Außerdembildet die Einsteinsche
GravitationstheoriedenRahmenfür die Formulierungrelativistischerkosmologischer
Modelle. Auf diesemGebiethabensich in neuererZeit interessanteZusammenḧange
mit denErkenntnissenin der Physikder Elementarteilchenergeben.Diesesymbioti-
scheBeziehungzweierscheinbargetrennterGebieteeröffnetneueunerwarteteEinsich-
ten und dürfte auchfür die weitereEntwicklungunsererVorstellungüberdie Entste-
hungder

”
Welt im Großen“ und ihre Beschaffenheit

”
im Kleinen“ von großerBedeu-

tungsein.
Die fundamentalenWechselwirkungender ElementarteilchenwerdendurchEichfeld-
theorienbeschrieben,die in ihrer StrukturgroßeformaleÄhnlichkeitenmit derAllge-
meinenRelativitätstheoriehaben,d.h. letzterekannauchalsEichfeldtheorieformuliert
werden.Von besonderemInteressein deraktuellenForschungsindderzeitdie Bestre-
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bungen,alle fundamentalenWechselwirkungenunterEinbeziehungderGravitation in
einervereinheitlichtenTheoriezusammenzufassen.Die dabeiauftretendeFragenach
derQuantisierungdesGravitationsfeldes,mit GravitonenalsdementsprechendenFeld-
quant(Spin2), führt aufProbleme,die nochzu lösensind.



Kapitel 2

Zur historischenEntwicklung der
AllgemeinenRelativit ätstheorie

Die Zeit um 1905war reif für die Aufstellungder SpeziellenRelativitätstheorie.So
konnteAlbert Einstein(1879-1955)diedamitzusammenḧangendenProblemein seiner
ber̈uhmtenArbeit

”
Zur Elektrodynamikbewegter Körper“ (Ann. d. Physik17, 891

(1905))lösen.Man darf zur Situationum dasJahr1905zusammenfassendfeststellen:
Den Anfangder SpeziellenRelativitätstheoriemachteH.A. Lorentz(1853-1928),die
physikalischeGrundlageunddenphysikalischenGehaltzeigteA. Einstein,die mathe-
matischeStruktur ist bei H. Poincaŕe (1854-1912)am klarsten. Dagegen ist die All-
gemeineRelativitätstheorie,wie wohl keineanderegroßephysikalischeTheorie,das
WerkeineseinzelnenMenschen.

EinsteinsWegzur AllgemeinenRelativit ätstheorie

Der Weg zur AllgemeinenRelativitätstheoriewar schwierigundbedurftederAnstren-
gungenvieler Jahre.DenArbeitenAlbert EinsteinsausjenenJahrenist zu entnehmen,
wie mühsamdie AllgemeineRelativitätstheorie,für die esnur ganzwenigeIndizien
gab,herausgearbeitetwerdenmußte.Einsteinwar sichder Grenzendervon ihm for-
muliertenSpeziellenRelativitätstheoriedurchausbewußt.Die folgendenMängeldieser
Theoriewarenzuüberwinden:Die Beschr̈ankungaufInertialsystemeundaufdiedamit
verbundenenGalilei-Koordinaten,sowie die NichteinbeziehungderGravitation.
Warumsollte irgendeinBezugssystem,dasInertialsystemder SpeziellenRelativitäts-
theorie,vor anderen(beliebigen)Bezugssystemenausgezeichnetsein? Die Naturge-
setzesollensich so formulierenlassen,daßsie in allen Bezugssystemengelten,un-
abḧangig vom Bewegungszustandder Bezugssysteme.Es müßtemöglich sein, die
Gruppeder gleichm̈aßig gegeneinanderbewegtenBezugssystemeauf die Gruppeal-
ler möglichenBezugssystemezuerweitern.DiesesZiel, dasEinsteinsichselbststellte,
nannteerdas

”
allgemeineRelativitätsprinzip“ . Er wußtezun̈achstnicht,wiediesesPro-

blemzu lösenwar undwie die Lösungausfallen würde. Der Durchbruchzur Lösung
gelangerst1915. An diesesPrinzip knüpft die historischeBezeichnung

”
Allgemeine

Relativitätstheorie“ an.DemInhaltnachistdieEinsteinscheTheorieeinerelativistische
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TheoriederGravitation, in derdie Gravitationsquellendie GeometriedesRaum-Zeit-
Kontinuumsbestimmen.Daherwäredie Bezeichnung

”
Geometrodynamik“ durchaus

zutreffender.
DasKonzeptallgemeiner(d.h. beschleunigter)Bezugssystemeist im Ansatzbereitsim
letztenTeil einerlängerenArbeit ausdemJahre1907enthalten,in derEinsteineinen
systematischen̈Uberblick überdie SpezielleRelativitätstheoriegibt.1 In dieserArbeit
führt er auchdassogenannte

”
Äquivalenzprinzip“ ein. Hiernachkannmanphysika-

lischnichtunterscheidenzwischenBezugssystemen,diesichin einemhomogenenund
station̈arenGravitationsfeldbefindenund solchenohneGravitation, abermit entspre-
chender(d.h. hinsichtlich Sẗarke und Richtung)konstanterBeschleunigung.Durch
dieseHypothesewird klar, warumträgeundschwereMasseunterallenUmsẗandenzu-
einanderproportionalseinmüssen.Entsprechendist die Äquivalenzvon Energie und
trägerMasse(

���������
) aufdie schwereMassezu verallgemeinern.

EinsteinnanntedasÄquivalenzprinzip
”
denglücklichstenGedanken meinesLebens“ .

Dies äußerteer in einer Arbeit 19202, die für die Zeitschrift Nature bestimmtwar,
wegenÜberl̈angejedochdurcheinekürzereVersionersetztwerdenmußte.3 DasMa-
nuskriptin derurspr̈unglichenFassungblieb jedocherhaltenundist eineinteressantes
Dokument,in dem der Autor nicht nur seineGedanken darlegt, sondernauchseine
Empfindungenmitteilt.4

Die Gleichheitvon trägerundschwererMasse,auf derdasÄquivalenzprinzipberuht,
war im RahmenderNewtonschenMechanikeineempirischeTatsache,die im Hinter-
grundblieb undalszufällig angesehenwurde.Aber Einsteinerkanntedarinein grund-
legendesPrinizipderNaturundfordertefür dasvon ihm formulierteÄquivalenzprinzip
universelleGültigkeit.
Mit Hilfe desÄquivalenzprinzipskonnteEinsteindenEinflußderGravitationaufphysi-
kalischePḧanomeneermitteln,dennhiernachbrauchtemannurdasbetreffendePḧano-
menvoneinembeschleunigtenBezugssystemauszubetrachten.Er erhieltsobereitsin
derArbeit von 1907dasErgebnis,daßUhrenin starkenGravitationsfeldernlangsamer
gehenals in derUmgebung von schẅacherenGravitationsfeldern.Diesmußzu einer
Rotverschiebungdesim GravitationsfeldderSonneaufsteigendenSonnenlichtsführen.
Auch werdenLichtstrahlen,die nahean der Sonnevorbeigehen,durchdasGravitati-
onsfeldderSonneabgelenkt.5

In denfolgendendreieinhalbJahrenschweigtEinsteinzumThemaderGravitation,ob-
wohl er Arbeiten überThemender SpeziellenRelativitätstheorieund vor allem über

1A. Einstein: Über dasRelativitätsprinzipund die ausdemselbengezogenenFolgerungen,Jahrb. d.
Radioaktivität u. Elektronik4, 411(1907).

2A. Einstein: Grundgedanken und MethodenderRelativitätstheoriein ihrer Entwicklungdargestellt,
1920. Es ist zu erwarten,daßdiesesbisherunveröffentlichte Manuskriptnochpubliziert wird in

”
The

CollectedPapersof Albert Einstein“ , Princeton1987ff..
3A. Einstein:A brief outlineof thedevelopmentof thetheoryof relativity, Nature106, 782(1921).
4WeiteresehraufschlußreichëAußerungenEinsteinsüberseineIdeenbei derEntwicklungderRelati-

vitätstheoriefindetmanin seinemin derUniversiẗat von Kyoto, Japan,1922gehaltenenVortrag,dessen
Mitschrift vonY.A. Onoins Englischeübertragenwurde:How I createdtheTheoryof Relativity, Physics
Today, August1982,S.45.

5HinsichtlichnähererEinzelheitenhierzusieheAbschnitt9.3.
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quantenmechanischeProblemederStrahlungpubliziert.Offenbarstandfür Einsteinin
dieserZeit (1908-1911)nicht die Gravitation, sonderndie Quantentheorieim Vorder-
grunddesInteresses.Dies ist insbesondereausseinenBriefen zu entnehmen,die er
damalsanseineFreundeundanderePhysiker geschriebenhat.6

DasThemader Gravitation wird von Einstein1911 wieder aufgenommendurchdie
Arbeit

”
Über denEinfluß der Schwerkraftauf die AusbreitungdesLichtes“ (Ann. d.

Physik35, 898-908(1911)).DieseFragehatteer schon1907behandeltundkehrtnun
dazuunterallgemeineremGesichtspunktzurück. NachdemÄquivalenzprinzipsinddie
beidenfolgendenSituationen̈aquivalent:

	 homogenesGravitationsfeld,Beobachterin Ruhe;

	 kein Gravitationsfeld,Beobachterin Bewegungmit konstanterBeschleunigung.

WenndasÄquivalenzprinzipuniverselleGültigkeit hat, dannsind trägeund schwere
Massenotwendigerweisegleichundsomitgem̈aß

�
�������
auchdie trägeundschwe-

re Energie. In dieserArbeit wird die Rotverschiebung und die Ablenkungvon Licht
im Gravitationsfelddiskutiert. Die Lichtablenkungkam hier, wie sich sp̈ater zeigte,
zun̈achstmit einemum denFaktorzweizu kleinenWertheraus.
In denfolgendenJahrenerscheinteineReihevon ArbeitenEinsteinszur Gravitation.
Siesindein beredtesZeugnisseinerintensivenBemühungen̈uberauftretendeSchwie-
rigkeitenundIrrtümerhinweg endlichKlarheit zu gewinnen.DenlogischenAbschluß
seinerTheoriekonnteEinsteinschließlicham 25. November1915 in einer Sitzung
der PreußischenAkademieder Wissenschaften,derenMitglied er seit 1913 war, in
Berlin präsentieren.Die nur drei SeitenumfassendeArbeit entḧalt die richtige Form
der EinsteinschenGravitationstheorie.7 In seinersp̈aterenPublikation

”
Die Grundla-

ge der allgemeinenRelativitätstheorie“ (Ann. d. Physik49, 769-822(1916))8, wird
dasGesamtgeb̈audederAllgemeinenRelativitätstheoriein zusammenfassenderWeise
dargestellt. Man kannsiealsdenHöhepunktdesEinsteinschenWerkesansehen.Wie
Einsteinbekannthat,ist er

”
nachlangenIrrwegen“ zurendg̈ultigenFormulierungseiner

Gravitationstheoriegelangt.
Jahresp̈atererinnerteEinsteinin einemVortragüberdie EntstehungderAllgemeinen
Relativitätstheoriean die vorangegangeneZeit mühevoller Arbeit:

”
Im Lichte bereits

erlangterErkenntniserscheintdasglücklich Erreichtefastwie selbstversẗandlich,und
jederintelligenteStudenterfaßtesohnezu großeMühe. Aber dasahnungsvolle Jahre
währendeSuchenim Dunkeln mit seinergespanntenSehnsucht,seinerAbwechslung
von ZuversichtundErmattungundseinemendlichenDurchbrechenzur Wahrheit,das
kenntnur, weresselbererlebthat.“ 9

6NähereEinzelheitendazufindet man in demhervorragendenBuch von A. Pais:
”
Raffiniert ist der

Herrgott ... “ : Albert Einstein- EinewissenschaftlicheBiographie,Friedr. Vieweg & Sohn,Braunschweig
1986.

7A. Einstein,Sitzungsber. Preuss.Akad. Wiss.II, 1915,S.844.
8Abgedrucktin demSammelband:DasRelativitätsprinzip,1913,NeudruckWissenschaftlicheBuch-

gesellschaft,Darmstadt1958.
9Zitat aus:A. Einstein,Mein Weltbild (Hrsg.C. Seelig),FrankfurtM. (UllsteinBuchNr. 65),S.138.
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Entwicklung der Differ entialgeometrie

EinegroßeHilfe bei derBewältigungmathematischerProblemewar für Einsteinsein
FreundMarcelGroßmann(1878-1936),derihn aufdieMethodederDifferentialgeome-
trie aufmerksammachteundihn darineinführte.DieAnfängederDifferentialgeometrie
gehenauf Carl FriedrichGauß(1777-1855)zurück, derauchdie Gültigkeit dereukli-
dischenGeometriefür denrealenphysikalischenRaumanzweifelte.Er entwickeltedie
Theoriegekr̈ummterzweidimensionalerFlächen,wobeidasKrümmungsmaßdurchdie
innerenEigenschaftenderFlächeausgedr̈uckt wird. Gaußwar auchdererste,derer-
kannthatte,daßeseinenichteuklidischeGeometriegibt, bei derdasParallelenaxiom
von Euklid nicht mehrgilt. Aber unabḧangig voneinanderhattenauchJanosBólyai
(1802-1860)und Nicolai Lobatschewski (1792-1856)die nichteuklidische(hyperbo-
lische)Geometrieentwickelt. Die EntdeckungdernichteuklidischenGeometriestellt
einenbedeutendenWendepunktin derWissenschaftsgeschichte dar, denndamitwurde
klar, daßseitensderLogik undMathematikallein nicht zu entscheidenwar, von wel-
cherArt dieGeometriedesrealenphysikalischenRaumesist. DasProblemderwahren
GeometriekonnteoffenbarnurdurchexperimentelleErfahrunggel̈ostwerden.
AusgehendvonderGaußschenFlächentheoriehatBernhardRiemann(1826-1866)die-
seLehrefür Räumemit beliebigerDimensionszahlverallgemeinertunddamitauchdie
Grundlagefür die GeometriedervierdimensionalenRaum-Zeitgeschaffen. Er unter-
suchteMannigfaltigkeiten, in denendie Absẗandedurchdie Maßbestimmung
�� � ������������ 
 �

�

 �
�

definiertsind. In seinember̈uhmtenHabilitationsvortrag
”
Überdie Hy-

pothesen,welchederGeometriezugrundeliegen“ äußerteRiemannbereits185410 die
Vermutung,daßdasmetrischeFeldnicht ein für allemalstarrgegebenist, sondernvon
derVerteilungderMaterieabḧangtundmit ihr sichändert.Damit hatteRiemanneinen
zentralenGedankenin EinsteinsGravitationstheorievorweg gëaußert.
Mit einemprojektiven Modell für die nichteuklidischeGeometriekonnteFelix Klein
(1849-1925)die Widerspruchsfreiheit dieserGeometrieauf die Widerspruchsfreiheit
derprojektivenGeometriezurückführen.DamitwardieExistenzberechtigungderneu-
en Geometrieerwiesen,und dasneueDenken überdie Geometriewurdeschließlich
Allgemeingutder Forschung. In seinember̈uhmt gewordenen

”
ErlangerProgramm“

formulierte Klein 1872 einen einheitlichenStandpunktfür den Aufbau verschiede-
ner geometrischerSysteme. Beim weiterentechnischenAusbauder Riemannschen
GeometrieführteE. Christoffel (1829-1900)Ausdr̈ucke der

”
kovariantenDifferentia-

tion“ ein. Die systematischeFormulierungdes
”
absolutenDifferentialkalk̈uls“ wurde

schließlichvon denitalienischenMathematikernGregorio Ricci (1853-1925)undTul-
lio Levi-Civita (1873-1941)ausgearbeitet.11

Der bedeutendePhysiker undPhysiologeHermannvon Helmholtz(1821-1894)hat in
seinerSchrift

”
Über die Tatsachen,die der GeometriezumGrundeliegen“ physikali-

scheAspektein denVordergrundgestellt. Gehtmanvon der anschaulichwahrnehm-

10Postumveröffentlicht in Nachr. Ges.Wiss. Göttingen13, 133(1868),s. auchB. Riemann,Gesam-
melteWerke,Teubner, Leipzig1892,S.272.

11EinezusammenfassendeDarstellungihrerErgebnissewurde1901veröffentlicht: Math. Ann. 54, 125
(1901).



Wichtige Beiträge vonMinkowskiundHilbert 13

barenfreienBeweglichkeit ausgedehnterstarrerKörperaus,dannsind,wie Helmholtz
gezeigthat,nur Räumemit konstanterKrümmung� zugelassen,wobeiderWert von
� experimentellzu bestimmenist. Dadurchwird die herausgehobeneBedeutungder
Theorieder euklidischenGeometrie( � ���

) versẗandlich. Für die weitereEntwick-
lung hat sich jedochdie AnnahmeausgedehnterstarrerKörperals zu einschr̈ankend
erwiesen.Riemanndagegengehtbei seinerVerallgemeinerungder Geometriedavon
aus,daßAbsẗandenur für infinitesimalbenachbartePunkteerklärt sind. Zu Riemanns
Vorstellungenbekanntesich der GeometerW.K. Clifford (1845-1879),der ebenfalls
in RiemannsBegriff desRaumesdie Möglichkeit einer Verbindungvon Geometrie
und Physiksah. NachseinenSpekulationenkönnenleichtezeitlicheVariationender
KrümmungWirkungenhervorrufen,diesichwie eineKräuselungaufdemRaumin der
Art einerWelle fortpflanzenundalsBewegungderMateriedeutenlassen.

Wichtige Beitr ägevon Mink owski und Hilbert

Dieseund andere(spekulative) Ideen,so brillant und originell sie auchgewesensein
mögen,warenoffensichtlichverfrüht. EsfehltezuderZeit dieVorstellungeinerRaum-
Zeit-Mannigfaltigkeit, die für die mathematischeFormulierungderAllgemeinenRela-
tivitätstheoriewesentlichist. ErstnachdemVersẗandnisderElektrodynamikim Rah-
menderSpeziellenRelativitätstheoriewurdedie grundlegendeIdeedervierdimensio-
nalenRaum-ZeitdenPhysikernnachundnachvertraut.Die vierdimensionaleFormu-
lierung der SpeziellenRelativitätstheoriedurchHermannMinkowski (1864-1909)ist
auchvon Einsteinselbstzun̈achstals rein formal (

”
zu viel Mathematik“ ) angesehen

worden.Sp̈aterhaterwiederholtbetontwie hilfreich, ja unentbehrlich,dieserwichtige
BeitragMinkowskis für die EntwicklungderAllgemeinenRelativitätstheoriegewesen
ist.
Albert Einsteinmußtedie mathematischeMethodeder Differentialgeometrieerst ler-
nen, dem in Göttingen lehrendenMathematiker David Hilbert (1862-1943)war sie
gel̈aufig.Sowird versẗandlich,daßHilbert, deranphysikalischenFragestellungensehr
interessiertwar, einenwichtigenBeitragzurGravitationstheoriein derletztenPhaseih-
rerEntwicklungleistenkonnte.In seinemVortrag(vom20. Nov. 1915)in derGöttinger
Akademieüberdie

”
GrundlagenderPhysik“ teilteerdasErgebnisseinerBemühungen

mit, einevon Gustav Mie (1867-1957)vorgeschlageneelektrodynamischeFeldtheorie
der Materieund die sich entwickelndeEinsteinscheGravitationstheoriezu einerein-
heitlichenFeldtheoriederMateriezu verbinden.Er ging dabeivon einigenAxiomen
aus.Hierzugeḧortedie FormulierungeinesHamiltonschenVariationsprinzips,dasdie
allgemeineKovarianzber̈ucksichtigteund ausdemdie beidenGrundgleichungssyste-
me der einheitlichenTheoriein einfacherWeisefolgen. DieserWeg zur Herleitung
derFeldgleichungenwar für denMathematiker Hilbert evident. In seinererstenMit-
teilunghatHilbert die FeldgleichungenderGravitation nochnicht explizit angegeben,
sondernin einersp̈aterenkorrigiertenFassung.Obwohl Hilbert die Mitteilung am20.
Novemberfünf Tagefrühervorgetragenhatteals EinsteinseineArbeit überdie Feld-
gleichungenderGravitation,hatesnebeneinervorübergehendenVerstimmungkeinen
PrioritätenstreitzwischendenAutorengegeben. Hilbert war zu seinerEinbeziehung
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der AnsätzeEinsteinszur Gravitationstheoriein deneigenensystematischenEntwurf
überdie GrundlagenderPhysikdurchVeröffentlichungenEinsteinssowie dessenVor-
trägein Göttingenim Sommer1915angeregt wordenund hat die Priorität Einsteins
nicht in Fragegestellt.12 SeineFormulierungdesHamiltonschenVariationsprinzipszur
Herleitungder Feldgleichungenbleibt ein wichtiger Beitragzur AllgemeinenRelati-
vitätstheorie.

WeitereEntwicklung bis 1930

NachdemStandderTheorieEnde1915werdendrei relativistischeEffektevorherge-
sagt,die überdenRahmenderNewtonschenTheoriehinausgehen:

1. Die RotverschiebungderSpektrallinienim Gravitationsfeld.

2. Die LichtablenkungamSonnenrand,dienundoppeltsogroßherauskommtalsin
denfrüherenRechnungen.

3. DasVorrückendesPerihelsdesPlanetenMerkurum43BogensekundenproJahr-
hundert,derWert,dersp̈aterdurchBeobachtungenbesẗatigt werdenkonnte.

Die historischeEntwicklungderAllgemeinenRelativitätstheoriesoll hier nicht weiter
in ihrenEinzelheitenverfolgtwerden.Wir deutennureinigeherausragendeErgebnisse
bis zum Jahr1930an. Der AstronomKarl Schwarzschild(1873-1916)fand1916die
sp̈aternachihm benannteersteexakteLösungder Feldgleichungen,die dasGravita-
tionsfeldim AußenraumeinerkugelsymmetrischenMassenverteilungbeschreibt.Die
Schwarzschild-L̈osungstelltdamit,250JahrenachNewton,dieVerallgemeinerungdes
NewtonschenGravitationsgesetzes(1666)für diePlanetenbewegungim Sonnensystem
dar.
BaldnachAbschlußseinerTheoriearbeiteteEinsteinzweiAnwendungenderFeldglei-
chungenausunderöffnetedamitneueForschungsgebiete,dienochheutevon aktueller
Bedeutungsindundauchin Zukunft von Interesseseinwerden.Bereits1916konnteer
mit Hilfe derFeldgleichungendieExistenzunddiewichtigstenEigenschaftenvonGra-
vitationswellen,diesichmit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten,vorhersagen.Zwei Jahre
sp̈atergelangihm die Herleitungder ber̈uhmtenQuadrupolformelfür die Energieab-
strahlungdurchGravitationswellen,die von relativ zueinanderbeschleunigtenMassen
ausgehen.

12Hilbert sagteeinmal
”
JederStraßenjungein unseremmathematischenGöttingenverstehtmehrvon

vierdimensionalerGeometrieals Einstein. Aber trotzdemhat Einsteindie Sachegemachtund nicht die
großenMathematiker.“

”
UndwissenSie“ , fragteHilbert in einerGesellschaftvonMathematikern,

”
warum

EinsteindasOriginellsteundTiefsteüberRaumundZeit gesagthat,dasin dieserZeit gesagtwurde?Weil
erwederdiePhilosophienochdieMathematikvonZeit undRaumgelernthat.“ Zitiert nachPhilippFrank:
Albert Einstein. SeinLebenund seineZeit.,Friedr. Vieweg & Sohn,Braunschweig1979,S. 335. Eine
objektive Darstellungder damaligenSituationund der BeziehungzwischenEinsteinund Hilbert findet
manin A. Pais,l.c., S.261ff..
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EinsteinsArbeit ausdemJahr1917
”
KosmologischeBetrachtungenzur Allgemeinen

Relativitätstheorie“ 13 öffnete den Weg zu der sich danachentwickelndenrelativisti-
schenKosmologie.Dem damaligenStandderKenntnisseund Vorstellungenentspre-
chend,ist dasvon EinsteinentworfenekosmologischeModell statisch.Eshat jedoch
eine endlicheAusdehnungund ist unbegrenzt,analogz.B. der Kugeloberfl̈ache,die
keine Grenzen,aberdennocheinenendlichenFlächeninhalthat. Um eine statische
LösungderFeldgleichungenbei gleichm̈aßigerVerteilungderMateriezu erhalten,hat
Einsteinin die Feldgleichungendie kosmologischeKonstanteeingef̈uhrt. DieserTerm
entsprichtbei positivemVorzeichenderKonstanteneinerallgemeinenAbstoßung.Die
durchdie Gravitation bedingteKontraktionderMateriewird so kompensiert,unddie
Lösungwird statisch.
Den entscheidendenFortschritt in der weiterenEntwicklungder relativistischenKos-
mologieerzieltedann1922AlexanderFriedmann(1888-1925).Unter der Annahme
einer isotropen,homogenenMaterieverteilungfand er, daßdie urspr̈unglichenFeld-
gleichungenohnedaskosmologischeGlied zeitabḧangigeLösungenzulassen,die ei-
nemexpandierenden(bzw. sich zusammenziehenden)Weltall entsprechen.14 Dieses
Modell eineszeitlich sich entwickelndenWeltalls fandersteinigeJahresp̈aterAner-
kennung,nachdemEdwin P. Hubble(1889-1953)im Jahr1929seinebahnbrechenden
Ergebnissëuberdie Fluchtbewegungender Galaxienveröffentlicht hatte. Dieseund
weitereErkenntnissehabenzu neuenkosmlogischenModellengeführt undschließlich
zu demheutefavorisiertenStandardmodelldesnachdemUrknall (d.h. nachderquan-
tengravitativenÄra) expandierendenUniversums.
Die entscheidendePrüfungerfuhrdie AllgemeineRelativitätstheoriebei denanl̈aßlich
einerSonnnenfinsternis1919vonderRoyal AstronomicalSocietyunternommenenEx-
peditionennachSobral(Brasilien)undzudervor Afrika im Golf vonGuineagelegenen
Insel Principe. Die vorhergesagteAblenkungdesvon Fixsternenausgesandten,dicht
am RandderverdunkeltenSonnevorbeigehendenLichts, konntein richtiger Größen-
ordnunggemessenwerden. Nach diesemspektakul̈aren Test wurde die Allgemeine
RelativitätstheorieanerkanntundAlbert Einsteinwurdeweltweitber̈uhmt.

13A. Einstein,Sitzungsber. Preuss.Akad. Wiss. 1917,S. 142; Abdruck in
”
DasRelativitätsprinzip“ ,

l.c..
14A. Friedmann,Z. Phys.10, 377(1922);21, 326(1924).



Kapitel 6

Die Grundgesetzeder Physik in
gekrümmter Raum-Zeit

In diesemKapitel wendenwir uns der Fragezu, wie man die im Minkowski-Raum
formuliertenGrundgesetzeauf die Verḧaltnisseder RiemannschenRaum-Zeitverall-
gemeinernunddamitdie Schwerkraftin die relativistischeTheorieeinbeziehenkann.
AufgrunddesÄquivalenzprinzipsund derdamit verbundeneneinfachenWirkung des
Gravitationsfeldesdarf manerwarten,daßdie neuzu formulierendenphysikalischen
GesetzedenbekanntenGesetzenim Minkowski-Raumin der Form durchaus̈ahnlich
sind.

6.1 Der Übergangvon der Differ entialgeometrie
zur Gravitation

Wir fassendie wesentlichenForderungen,die bei derFormulierungder Gravitations-
theoriezu stellensind,nochmalszusammen.Die Raum-Zeit,d.h. die MengederEr-
eignispunkte,ist einevierdimensionaledifferenzierbareMannigfaltigkeit. Die auf ihr
definierteMetrik bestimmtdie räumlichenEntfernungenundZeitintervalle.
Durch geeigneteWahl der Koordinatenist es möglich, die Metrik in einembeliebi-
gen Ereignispunktauf die Minkowski-Form ���������
	���
�������������������������� zu brin-
gen.1 Außerdemsind die beidenfolgendenForderungenzu erfüllen. Zunächstmuß
manbeschreiben,wie die physikalischenObjekte(Körper, elektromagnetischeFelder,
usw.) sichin dergekr̈ummtenRaum-Zeitverhaltenundaußerdemangebenkönnen,wie
dieKrümmungdurchdieEnergie-Massenverteilung dervorhandenenObjektebestimmt
wird. DiesentsprichtderAufstellungderBewegungsgleichungensowie derFeldglei-
chungender Theorie. Wir fragenzun̈achstnur danach,wie einevorgegebeneMetrik
die physikalischenObjekte,d.h. Teilchen(Mechanik)oderFelder(Elektrodynamik),

1Bei derDiskussion� -dimensionalerMannigfaltigkeitenhabenwir bisherlateinischeBuchstabenals
Indizesverwendet.Von nun an sollendie in denTangentialr̈aumender 4-dimensionalenRaum-Zeitde-
finiertenTensorendurchgriechischeBuchstaben���� ��"!#!$! gekennzeichnetwerden,die von 0 bis 3 laufen.
Dagegendurchlaufendie lateinischenBuchstaben%&�'�(�)!#!#! nur dieWerte1,2,3undsinddamitalsIndizes
derräumlichenKomponentenzuverstehen.
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beeinflußt.In Inertialsystemenerfolgt die freie BewegunglängsGeraden.Diesesind
in dergekr̈ummtenRaum-ZeitdurchGeod̈atenzu ersetzen.Wir könnendemnachden
EinflußderMetrik auf massive KörperdurchfolgendeAussagebeschreiben.In einem
Gravitationsfeld

”
frei fallende“ TeilchenbewegensichlängszeitartigerGeod̈aten.Frei

fallendbedeutethier bei AbwesenheitandererKräfte. Hierfür habenwir früher den
Begriff Standardbewegungeingef̈uhrt.
Wie aberwerdenz.B.elektromagnetischeFelderdurchdieMetrik beeinflußt?In lokal-
geod̈atischenKoordinatengehtdie Geod̈atengleichungin die kräftefreieBewegungs-
gleichungüber, wie siein einemInertialsystemgilt. Wir könnendaherInertialsysteme
undSystemein lokal geod̈atischenKoordinatenidentifizieren.Dasführt auf folgende
Pr̈azisierungdesstarken Äquivalenzprinzips:Die physikalischenGesetze,die in der
SpeziellenRelativitätstheoriein Tensorschreibweiseausgedr̈uckt werden,habengenau
die gleicheForm in einemlokalgeod̈atischenKoordinatensystem(d.h. lokalenInerti-
alsystem)der gekr̈ummtenRaum-Zeit. Wegender Tensoreigenschaftgeltensie dann
auchin denallgemeinenKoordinatendesRiemannschenRaumes.
Dasbedeutet,ausgehendvondenlorentzinvariantformuliertenGleichungenerḧalt man
die in dergekr̈ummtenRaum-Zeitgültigen physikalischenGesetzedadurch,daßman
die partiellenAbleitungen(Komma)durchkovariante(Semikolon) ersetztundanstelle
von ���*� die RiemannscheMetrik + �*� verwendet. Diese

”
Komma-Semikolon-Regel“

garantiertdie Kovarianzder so verallgemeinertenGleichungen.Dasin Abschnitt3.2
erwähnteallgemeineKovarianzprinzipist damiterfüllt.
Man beachtejedoch,daßdie Übertragungsvorschrift

”
partielle , kovarianteAblei-

tung“ im Fall höhererAbleitungennicht eindeutigist, denn im Unterschiedzu den
partiellenAbleitungensindkovariantenicht vertauschbar. Überdie richtigeReihenfol-
gederAbleitungenkannmanin derPraxismeistenseinfachentscheiden.
Der Übergangzu lokal geod̈atischenKoordinatenist nur in einemWeltpunktmöglich.
In der unmittelbarenUmgebung desgewähltenPunktesgilt daherinfolge der Krüm-
mungnur näherungsweise+ �*�.-����*� . DiesenwesentlichenUnterschiedzwischender
Raum-Zeitder SpeziellenRelativitätstheoriemit der global gültigen Metrik ����� und
der desRiemannschenRaumesin der Gravitationstheoriewollen wir nochmalsver-
deutlichen. Führenwir z.B. im Ursprung �0/ � �1���324�524�524�526� ein lokal geod̈atisches
Koordinatensystemein, danngilt dort 7 � �98 �:2 und folglich auch ; 8 + ���4�326�<�:2 . Für
die Punktein der Umgebung, d.h. für kleine Werte der Koordinaten/ � , ergibt die
Taylor-Entwicklung + ����- + �*�(�326�=� �> � ;@?(;BA@+ �*�B�DCE/ ? / AGF
Mit Hilfe einer linearenTransformationkann man + �*�(�326� auf die Minkowski-Form����� bringen.Man erḧalt in denneuenKoordinaten(Stricheweggelassen)wiedereine
Gleichungin obigerForm(mit + ���(�326� , ���*� )+ �*��-H�����I� �> � ;@?4;6A@+ �����DCE/ ? / A�F

(6.1)

Wie wir bereitswissen,kannder RiemannscheKrümmungstensordurchdie zweiten
Ableitungenvon + ��� ausgedr̈ucktwerden(s. Gl. (5.28)).Die Koeffizienten � ;6?�;6AB+ �*�B� C



6.2 Eigenzeit,Gleichzeitigkeit, Raumintervall 75J�K2 gebendaherdie durchdasvorhandeneGravitationsfeldhervorgerufeneAbwei-
chungvon derflachenRaum-Zeitan. Der GültigkeitsbereicheinerApproximation+ ���-L����� hängtalsovon der Größeder zweitenAbleitungendesmetrischenTensorsab
undnaẗurlich vonderGenauigkeit, mit dermanAbweichungenvom Inertialsystemex-
perimentellfeststellenkann.

6.2 Eigenzeit,Gleichzeitigkeit, Raumintervall

Wir wendenunsnunderFragezu,wie manausdenallgemeinenKoordinatenM / ��N der
Ereignissedie wahren(meßbaren)Zeitintervalle und Entfernungenbestimmenkann.
Hierbeikönnenwir analogzur SpeziellenRelativitätstheorievorgehen.
Um die Beziehungzwischender von einemBeobachtergemessenenEigenzeit O und
derZeitkoordinate/ C �QPSR zu ermitteln,gehenwir von zwei zeitlich infinitesimalbe-
nachbartenEreignissenaus,die anein unddemselbenRaumpunktstattfinden.Berück-
sichtigt mandie danngeltendeBedingung�UT/V�W2 in demallgemeinenAusdruckfür
dasLinienelement�
X*Y , dannist �
X*YZ�[P9Y\� O YI� + C)C �3��/ C �DY , d.h.esgilt� O � �P^] + C)C �(/ C � mit + C)C<_ 2 F

(6.2)

FürdasIntervall derEigenzeitzwischenzweibeliebigenEreignissenim gleichenRaum-
punkterḧalt mandaraus O � �P `ba + C)C �0/E�"��/ C F

(6.3)

Manbeachte,daßin derAllgemeinenRelativitätstheoriedieEigenzeitin verschiedenen
Weltpunktenauf unterschiedlicheWeisemit derZeitkoordinatezusammenḧangt. Wir
bemerkenschonjetzt,daßdieszueinerFrequenz̈anderungperiodischerVorgängeführt,
die anverschiedenenOrtenin einemGravitationsfeldstattfinden.Beim Übergangzum
Minkowski-Raum � + C)C �c��� erḧalt manaus(6.3) die bekannteEigenzeitim Ruhsy-
stem.
In derSpeziellenRelativitätstheoriekommtdemBegriff derGleichzeitigkeit keineab-
soluteBedeutungzu. Bei derDefinition derGleichzeitigkeit zweierEreignisse,die an
verschiedenenRaumpunktenstattfinden,liegt esnaheSignaleauszutauschen,derenGe-
schwindigkeit mankennt.Die MessungeinerGeschwindigkeit setztnunaberdie Syn-
chronisationvon Uhren(d.h. die Gleichzeitigkeit) schonvoraus.DieserZirkelschluß
kannvermiedenwerden,wennmandie Gleichzeitigkeit von Ereignissenoperativ de-
finiert. Die alskonstantundrichtungsunabḧangig angenommeneGeschwindigkeit des
Signalsbrauchtdabeinicht bekanntzu sein.
Wir betrachtendie infinitesimalbenachbartenWeltpunkte d und e , derenWeltlinien
durchdie Koordinaten/ � und / � �f�(/ � beschriebenwerden.DasSignalwerdein e
zurdortigenZeit / C �g��/ CShjilk emittiert,in d ohneZeitverlustzurZeit / C reflektiertund
treffe in e �0/ C �V�(/ CSh Y k � wiederein (s.Fig. 10).
Die in d und e mitgeführtenUhrenidentischerBauartsind offenbardannzum Zeit-
punkt / C synchron,wennfür denBeobachterin e die Hälfte der Zeit zwischendem
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Figur 10: Zeitliche Reihenfolge der Ereignisse für das Lichtsignal bei der Definition der Gleich-

zeitigkeit und der räumlichen Entfernung.

AbsendenunddemWiedereintreffen desSignalsin e verstrichenist,/ C �nm�/ C �H/ C �V�(/ CShjilk � �>po �(/ CSh Y k �g��/ CShjilkrq F
(6.4)

VerwendetmanLicht alsSignal,danngilt�
X Y � + C)C �3�(/ C � Y � > + C"s �(/ C ��/ s � + sut �(/ s �(/ t �[2 F
Die AuflösungdieserquadratischenGleichungnach�(/ C ergibt die beidenWurzeln�(/ CShvilk3wxh Y k � �+ C)C�y � + C"s ��/ s{z}| � + C"s + C"t � + sut + C)C �~�(/ s �(/ tB�\��
� � (6.5)

wobeihier entsprechendder in Figur 10 skizziertenzeitlichenReihenfolgederEreig-
nisse�(/ CShjilk�� 2 angenommenwurde.SetztmandieseAusdr̈ucke in (6.4)ein,sofolgtm�/ C ��� + C"s+ C)C �(/ s (6.6)

als Bedingungfür die Synchronisation.DieseDifferenzim Gangder Uhrentritt bei
zwei Ereignissenauf, die in infinitesimalbenachbartenPunktenstattfinden.Bei Fort-
setzungdiesesVerfahrensist essomit möglich, die Gleichzeitigkeit von Ereignissen
längseiner Weltlinie zu definieren. Die Synchronisationvon Uhren längsgeschlos-
senerWeltlinien ist nicht in beliebigen,sondernnur in solchenKoordinatenmöglich,
in denendie Komponenten+ C"s desmetrischenTensorsgleichNull sind. Andernfalls
kämeeszu einemWiderspruch,dennmanwürdebei Rückkehr zum Ausgangspunkt
nachGl.(6.6) Differenzwerte

J�L2 erhalten,die nicht vorhandenseindürfen. Da aber
die zehnKomponentendesmetrischenTensorsnicht eindeutigbestimmtsind(s. Text
nachGl.(3.20)),kannmandieKoordinatensowählen,daßdiestörendenKomponenten+ C"s identischverschwinden.Auf dieseWeiseist die vollständigeSynchronisationvon
Uhrenin einembeliebigenGravitationsfeldmöglich.
Bei derDefinition der räumlichenEntfernungbetrachtenwir ebenfalls die in Figur 10
skizzierteAusbreitungeinesLichtsignalsvon e nachd undwiederzurück. NachMul-
tiplikation der dafür ben̈otigtenZeit (Eigenzeitauf der Weltlinie e ) mit P erḧalt man
die doppelteEntfernungzwischendenPunkten.Die DifferenzderZeitkoordinatenbei
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derEmissionundbeiderRückkehrdesSignalszumgleichenPunkt e ist mit denAus-
drückenin (6.5)�(/ CSh Y k ���(/ CShvilk � >+ C)C | � + C"s + C"t � + sut + C)C �D�(/ s ��/ tB� il� Y F
DasentsprechendeIntervall derEigenzeitfolgt darausnach(6.2)durchMultiplikation
mit ] + C)C�� P . Die gesuchteEntfernung��� zwischendenPunktenerḧalt manschließlich,
indemmandasEigenzeitintervall mit P � > multipliziert. Wir schreibendasErgebnisin
derForm ��� Y ���+ sut �(/ s �(/ t �I�+ sut�� ��� + sut � + C"s + C"t+ C)C F

(6.7)

Dabeibedeutendie Größen �+ sut die Komponentender Metrik im momentanenRuh-
raumdesBeobachters.Sie beschreibendie geometrischenEigenschaftendesdreidi-
mensionalenRaumes.Mankannzeigen,daß� +@� s �+ sut �}m �t (6.8)

gilt, d.h. derTensor ���+ sut reziprokzu demkontravariantendreidimensionalenTensor+ sut ist (s. Aufgabe22).
Wir bemerken, daßdieserBegriff einer bestimmtenEntfernungim allgemeinenFall
auf infinitesimaleGebietebeschr̈ankt ist. Da die Metrik im Allgemeinenauchvon der
Zeitkoordinate/ C abḧangt, wäreein Integral über �
� nicht eindeutig,sondernwürde
von der Weltlinie abḧangen,längsder eszwischendenräumlichenPunktenerstreckt
wird. Sind andererseitsdie + ��� zeitunabḧangig,dannist dasIntegral von ��� sinnvoll
unddie Entfernungkannauchim endlichenRaumgebietdefiniertwerden.

6.3 Mechanik im Gravitationsfeld

Im lokalenInertialsystemlautetdie relativistischeBewegungsgleichungfür ein freies
Teilchen �(� �� O �[2�� (6.9)

wobei � � �[�(/ � � � O denVierervektorderGeschwindigkeit und O dieEigenzeitbedeu-
ten.NachderdurchdasÄquivalenzprinzipbegründetenÜbergangsvorschriftgehtman
bei derEinbeziehungdesGravitationsfeldesin (6.9)zur absolutenAbleitungüberund
erḧalt sodie Geod̈atengleichung � � �� O �[2 (6.10)

bzw. mit derDefinition (4.58)ausf̈uhrlichergeschrieben��YS/ �� O Y � 7 � ��� �(/ �� O �(/ �� O �}2 F
(6.11)

Da ��YS/ � � � O Y die Viererbeschleunigungist, kann �Z� 7 � ��� � � � � als die auf den Pro-
bek̈orper der Masse � im Gravitationsfeldwirkende

”
Viererkraft“ gedeutetwerden.
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Wegen 7��};(+ spielendaherdie + �*� dieRolledesPotentialsundihreAbleitungen7 � ���
stellendie entsprechendeFeldsẗarke desGravitationsfeldesdar.
Unter demEinfluß äußererKräfte � � weicht der Körpervon der Standardbewegung
ab. Die Bewegungsgleichunglautetdann� � � �� O �H��� � � � �(/ �� O � � � F

(6.12)

Die im Minkowski-RaumgeltendeRelation�����*� � � � �[P9Y gehtüberin + �*��� � � � �HP9Y .
Da P eineKonstanteist, gilt �
� � ��� � ��2 , d.h. der Vierervektor der Geschwindigkeit
stehtsenkrechtaufderBeschleunigungunddamitaufderKraft � �+ �*��� � � � �[2 F

(6.13)

Demnachsinddievier Bewegungsgleichungen(6.12)nicht unabḧangigvoneinander.
DasProduktausderMasse� undderVierergeschwindigkeit � � ist gleichdemImpuls-
vektor � � �H��� � (6.14)

undwegen � � �
���[P9Y gilt auch + �*� � � � � �H� Y P Y F
(6.15)

Die Bewegungsgleichungfür einenkräftefreienProbek̈orperderMasse� folgt in der
SpeziellenRelativitätstheorienachdemPrinzip der kleinstenWirkung ausdemWir-
kungsintegral � ���I�1P ` �
X����I�1P ` �3���*���(/ � �(/ � � �� F

(6.16)

BewegtsichderKörperin einemGravitationsfeld,dannwird nachdemÄquivalenzprin-
zip die BewegungsgleichungdurchdasverallgemeinerteWirkungsintegral bestimmt� ���Z�1P ` � + �*���(/ � �(/ � � �� F

(6.17)

Für sp̈atereAnwendungenist es interessantzu wissen,wie in niedrigsterNäherung
die Komponente+ C)C desmetrischenTensorsdurchdasGravitationsfeldeinerMasse�
bestimmtwird. In nichtrelativistischer Näherung�.� P geht(6.16)überin� ���Z�1P Y `�  �Z� � YP Y^¡ �� �(R£¢Q�Z�1P Y `�  �Z� �> � YP YE¡ �(R F
Die entsprechendeLagrange-Funktionist derbekannteAusdruck¤ ���I�1P Y � �> � � Y F
Bewegt sich der Körper in einemGravitationsfeld,danntritt die potentielleEnergie�Z�¦¥ hinzu ¤ ���Z�1P Y � �> � � Y �§�¦¥¨�
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wobei ¥©�ª��«­¬ �*® dasNewtonscheGravitationspotential der Masse « bedeutet.
DemnachlautetdasWirkungsintegral für einenProbek̈orperderMasse� bei vorhan-
denemGravitationsfeldin nichtrelativistischerNäherung� � ` ¤ �(R¯�Q�Z�1P `   P°� � Y> P � ¥ P ¡ �(R F

(6.18)

Für dasunterdemIntegral stehendeLinienelementerḧalt mansodenAusdruck�
X��   PZ� � Y> P � ¥ P ¡ �(R F
WennmanquadriertundderNäherungentsprechenddie TermehöhererOrdnungwie� Y � P9Y und ¥�Y � P9Y vernachl̈assigt,dannfolgt mit T� �(R±�[�uT®�
X Y �W²'P Y � > ¥^³´�(R Y �g�±T® Y F

(6.19)

Darauskönnenwir den gesuchtenZusammenhangder + C)C -Komponentendesmetri-
schenTensorsmit demGravitationsfeld ¥ entnehmen+ C)C �Q��� > ¥P Y �u¥��Q� «­¬® F

(6.20)

DiesesErgebniswird sichim folgendenalsnützlich erweisen.

6.4 Elektr odynamik im Gravitationsfeld

Wir kommennunzur FormulierungderFeldgleichungendeselektromagnetischenFel-
desin einemdurchdie Metrik + �*�(�0/µ� gegebenenGravitationsfeld.Im lokalenInertial-
systemgen̈ugt derFeldsẗarketensor¶ �*� � d � w � � d � w � (6.21)

denMaxwell-Gleichungenin derbekanntenForm¶±· �*� w ¸�¹ � � ¶ �*� w ¸ � ¶ � ¸�w � � ¶ ¸ � w � �[2 (6.22)

und
¶ �*�w � ���.ºB»P.¼ � � (6.23)

wobei ¼ � � ½��(/ � � ��R den Vektor der Stromdichteim Minkowski-Raumbedeutet.
Gem̈aß der Übertragungsvorschrif t (Komma , Semikolon) geht zun̈achst

¶ �*� über
in

¶ �*� � d � � � � d � � � F
(6.24)

Dadie Christoffel-Symbolesymmetrischsind,gilt aber¶ ����� d � � ��� d � � ��� d � w �&� d � w �¾� (6.25)
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d.h. die Beziehungzwischen

¶ �*� unddenPotentialend � ändertsichnicht.
Die homogenenMaxwell-Gleichungen(6.22)folgenalsIdentiẗat ausderDefinitiondes
Feldsẗarketensors(6.21).Wegen(6.25)gilt somitfür diekovariantezyklischeAbleitung
auch

¶u· ��� � ¸*¹ � ¶u· ��� w � ¹ �[2 F
(6.26)

DieseGleichungen̈andernalsoihre Gestaltebenfalls nicht.
Bevor wir die inhomogenenMaxwell-Gleichungenin kovarianterFormschreiben,wol-
len wir denVektorderStromdichtein allgemeinenKoordinatenbestimmen.Die elek-
trischeLadung¿ ist eineskalareGröße,ebensodie Ladung� ¿ innerhalbeinesinfinite-
simalenVolumens�(/�À . Esgilt � ¿ �Á½��(/�À , wobei ½ die Ladungsdichtebedeutet.Mit
demVektor �(/ � ist dann ½���/ À �(/ � ebenfalls ein Vektorunddaherauch½ �(/ ���R �(RD� À /���½ �(/ ��(R �(Â9/P F

(6.27)

Nach(5.24)ist jedochnicht � Â / sondern] + � Â / dasbeiallgemeinenKoordinatentrans-
formationeninvarianteVolumenunddementsprechendÃ � ] + �(Â9/ � P ein Vektor, wobeiÃ � den gesuchtenVektor bezeichnet.Der Vergleich mit (6.27) führt daherauf den
kontravariantenVektorderStromdichteÃ � � �] + ¼ � � ¼ � �­½ �(/ ���R F

(6.28)

Derbekanntespeziell-relativistischeStromdichtevektor ¼ � gen̈ugtderKontinuiẗatsglei-
chung ; � ¼ � �[2 F

(6.29)

Die allgemeinkovarianteKontinuiẗatsgleichungÃ � � � �[2 (6.30)

könnenwir nun leicht verifizieren. Nach(5.20)gilt für die kovarianteDivergenzdes
Vektors Ã � Ã � � � � �] + � ] +
Ã � � w � (6.31)

undwegen(6.28) � ] +
Ã � � w � � ¼ � w � F
(6.32)

Darausfolgt, daßwegen der Stromerhaltung(6.29) auch die Kontinuiẗatsgleichung
(6.30)geltenmuß.
Die inhomogenenMaxwell-Gleichungenin einemGravitationsfeldlautendannbeiVer-
wendungderFormel(5.21)¶ �*�� � � �] + � ] + ¶ �*� � w � �Q� ºB»P Ã � F

(6.33)
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Der Erhaltungssatzfür die Stromdichte(6.29) folgt ausder InvarianzderTheoriege-
gen̈uberdenEichtransformationenderPotentialed � ,Äd�Å� � d �<� ; �(Æ¨� (6.34)

wobei Æ´�0/µ� eineskalareFunktionist. Esist interessantfestzustellen,daßdieserZusam-
menhangauchdannbesteht,wennein Gravitationsfeldvorhandenist. Dasim lokalen
InertialsystemformulierteWirkungsintegral für dasandie Stromdichte¼ � gekoppelte
elektromagnetischeFeld� � ` � Â /   � ���Ç » ¶ �*� ¶ �*� � �P ¼ � d � ¡ (6.35)

gehtbei AnwesenheiteinesGravitationsfeldes̈uberin� � ` � Â /�Èn� ` � Â / ] +   � ���Ç » ¶ �*� ¶ �*� � �P Ã � d � ¡ F
(6.36)

Dabeiist Ã � derkontravarianteVektorderStromdichte(6.28),undbeiderBildungdes
skalarenProduktes(bzw. beimHerauf-undHerunterziehender Indizes)wird derme-
trischeTensor+ �*� anstellevon ����� benutzt.
Die infinitesimaleEichtransformationderPotentialem d ��� ; �4Æ läßt

¶ ��� unver̈andert
( m ¶ �*�<�f2 ) unddie VariationdesWirkungsintegralswird dabeinachpartiellerIntegra-
tion m � � � �P ` � Â / ] +
Ã � ; �~Æ� � �P ` � Â / ; ��� ] +�Ã � Æ��=� �P ` � Â /EÆ ; �É� ] +
Ã � � F

(6.37)

Mit Hilfe desSatzesvon Gauss(5.25)kannderersteSummandin ein Integral überdie
dasvierdimensionaleVolumenbegrenzendeOberfl̈acheübergeführt werden.Da nach
AnnahmeÆ auf der Begrenzungverschwindet,ergibt dasOberfl̈achenintegral keinen
Beitrag. Aus der InvarianzdesWirkungsintegrals m � �Ê2 folgt dannmit (6.31) die
allgemeinkovarianteKontinuiẗatsgleichungfür die StromdichteÃ � (6.30).
Die inhomogenenMaxwell-Gleichungenim Gravitationsfeldkönnenauchdirekt aus
dem Wirkungsintegral (6.36) durch Variation der Potentialed � als Euler-Lagrange-
Gleichungenhergeleitetwerden; È;�d � � ; � ; È;^; � d � �[2 F

(6.38)

Manfindet ; È;
d � �Q� �P ] +
Ã � � ; È;^; � d � � �ºB» ] + ¶ �*� (6.39)

undfolglich mit (5.21)die inhomogenenMaxwell-Gleichungen¶ �*�� � ��� ºB»P Ã � (6.40)



82 Kapitel6: Die Grundgesetze

in derbekanntenForm(6.33).Bildet manin dieserGleichungdie Divergenz,soerḧalt
man wegender Antisymmetrievon

¶ ���
als Konsistenzbedingung wieder die Konti-

nuitätsgleichung(6.30).
Ergänzendzu denMaxwell-Gleichungengebenwir nochdie kovarianteVerallgemei-
nerungderBewegungsgleichungfür ein TeilchenderMasse� undderLadung ¿ an� � � �� O �H�   �(� �� O � 7 � ��� � � � � ¡ � ¿ P ¶ �*� � � F

(6.41)

Zu bemerken ist ferner, daßelektromagnetischeFelder, auch bei Abwesenheitvon
Materie,selbstQuellender Gravitation sind. Die von denFeldernerzeugteEnergie-
Impulsdichtewird durchdenEnergie-Impuls-Tensorbeschrieben.Ausgehendvondem
bekanntenspeziellrelativistischenAusdruckerḧalt mandenEnergie-Impuls-Tensordes
elektromagnetischenFeldesbeivorhandenemGravitationsfeldin derverallgemeinerten
Form Ë �*� � �ºB»{Ì + � ? ¶ ? A ¶ A � � �º + �*� ¶ ? A ¶ ? A´Í F

(6.42)

DieserTensorkommtalsInhomogeniẗat in denEinsteinschenFeldgleichungenvor und
ist somiteineQuelledesGravitationsfeldes.Wir werdenin denfolgendenAusführun-
gendaraufnähereingehen.

6.5 Der Energie-Impuls-Tensor

Bevor wir im folgendenKapitel die EinsteinschenFeldgleichungender Gravitation
einführen,wollen wir vorbereitendzun̈achstauf die QuellendesGravitationsfeldesin
derGestaltdesEnergie-Impuls-Tensorsnähereingehen.
Bei denAnwendungenkannmanzur BeschreibungderGravitationswirkungmateriel-
ler Systemevon demEnergie-Impuls-Tensorder idealenFlüssigkeit ausgehen.Dieser
lautetim lokalenInertialsystem2Ë �*�Î � �P Y �'Ï°� � �@� � � � � � � �*� F

(6.43)

Hier bezeichnenÏ die totaleEnergiedichteund
�

denisotropenDruck im momentanen
Ruhsystem.DerTensor(6.43)ist symmetrischundfür abgeschlosseneSystemegilt der
differentielleErhaltungssatz Ë �*�Î w � �H2 F

(6.44)

SeinAnwendungsbereichist durchausnicht auf idealeFlüssigkeitenbeschr̈ankt. Vor-
aussetzungfür dieVerwendungvon(6.43)ist, daßdasphysikalischeSystemdurcheine
Energiedichte,bzw. dazuäquivalenteMassendichte½ , einenisotropenDruck

�
, sowie

ein Geschwindigkeitsfeld � � beschriebenwerdenkann.Wendetman

Ë �*�Î z.B. im Fall
einesnichtrelativistischen Gasesan,dannist wegen ��ÐZ� P derBeitragder individu-
ellen kinetischenEnergien der Teilchensowie derDruck zu vernachl̈assigen.Für ein

2Siehez.B.U.E. Schr̈oder, SpezielleRelativitätstheorie,l.c., S.194.
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Photonengasist die zur Energiedichte�n�LÑ Ë Â äquivalenteMassendichte½��Á� � P Y ,
undderDruck betr̈agt

� �:� ��Ò . Im Fall einzelnermakroskopischerKörper(etwa im
Sonnensystem)ist die zur MasseäquivalenteEnergie viel größeralsdie anderenEner-
gieformen.
Ist einGravitationsfeldvorhanden,danngeht(6.43)in denallgemeinkovariantenAus-
drucküber Ë ���Î � �P Y �3ÏU� � �4� � � � � � + �*� � (6.45)

wobei Ï und
�

alsSkalareund � � alsVektorim RiemannschenRaumaufzufassensind.
Aus derTensorgleichung

Ë ���Î w � �:2 (Energie-Impuls-Erhaltung) wird nachdemKor-
respondenzprinzip Ë �*�Î � � �}2 F

(6.46)

Da nunGravitationskr̈afte auf die Flüssigkeit wirken, ist dasSystemnicht mehrabge-
schlossen,d.h. (6.46)kannnicht als integralerErhaltungssatzfür Energie und Impuls
gedeutetwerden.DemInhalt nachsind(6.46)die hydrodynamischenGrundgleichun-
gen,welchedieBewegungderFlüssigkeit im Gravitationsfeldbeschreiben.
Als QuellendesGravitationsfeldessindnebenmakroskopischenKörpernauchphysi-
kalischeFelder, wie z.B. daselektromagnetischeFeld,zu ber̈ucksichtigen.Wie findet
mandenentsprechendenEnergie-Impuls-Tensor?Wir wollen im FolgendeneineMe-
thodefür dieBestimmungdesEnergie-Impuls-Tensorseinesbeliebigenphysikalischen
Systems(ausgenommendasGravitationsfeldselbst)angeben,dessenWirkungsintegral
in allgemeinenkrummlinigenKoordinatenin derFormgeschriebenwerdenkann� � ` � Â / ] + ¤ � ` � Â /^È F

(6.47)

Dabeihängtdie alsSkalardefinierteLagrange-Funktion
¤ � d � ;�d � + �*�~� , bzw. die ska-

lareDichte È sowohl von denZustandsvektorendesSystems(z.B.denFeldfunktionend ) undderenerstenAbleitungen,alsauchdenGravitationspotentialen + �*� ab. DasWir-
kungsintegral im Fall deselektromagnetischenFeldes(6.36)ist hierfür einBeispiel.
In derSpeziellenRelativitätstheoriefolgt nachdemNoether-TheoremausderInvarianz
desWirkungsintegrals gegen̈uberraumzeitlichenTranslationender Energie-Impulser-
haltungssatz.In differentiellerForm ausgedr̈uckt bedeutetdies,daßdie Divergenzdes
Energie-Impuls-TensorsdesabgeschlossenenSystemsverschwindet,

Ë �*�w � �Ó2 . Aus
derTatsache,daßdasWirkungsintegral (6.47)unabḧangigvon derWahlderKoordina-
ten ist, folgt in entsprechenderVerallgemeinerung

Ë �*�� � �Á2 , wobei

Ë ���
dergesuchte

Energie-Impuls-Tensorist.3

ZumBeweisgehenwir von derinfinitesimalenÄnderungderKoordinaten/ ��Ô �H/ � �fm�/ � �H/ � �VÏ�Õ � �0/E�p�IÖ Ï~Ö � � (6.48)

3Im allgemeinenFall besitzteinebeliebigeRaum-Zeit-MetrikkeineSymmetrien.DasVerschwinden
derverallgemeinertenDivergenzdesTensors×ÙØÛÚ kanndannnichtalsErhaltungssatzinterpretiertwerden.
Wesentlichist hier der im folgendenAbschnitt6.6dargelegteZusammenhangzwischenSymmetrienund
integralenErhaltungss̈atzen.
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aus,mit Ï alsinfinitesimalem,konstantemParameter. Bei dieserTransformationbleibt
dasWirkungsintegral (6.47) ungëandert, m � �Ü2 . Die Variation m � ist dasErgeb-
nis zweier Änderungen.Es variierendie Zustandsvariablen d (Feldfunktionen).Sie
erfüllen jedochdie Bewegungsgleichungen(Feldgleichungen),die geradedarausfol-
gen,daßdie Variationvon

�
nachdiesenGrößengleich Null ist. DieseÄnderungen

brauchenalsonicht ber̈ucksichtigtzu werden.Die zweiteÄnderungrührt von den + �*�
her, unddie VariationdesIntegrandenführt auf; È;�+ ��� m + ��� � ; È;�+ �*�w ¸ m + �*�w ¸ �¾Ý ; È;�+ �*� � ; ¸ ; È;�+ �*�w ¸�Þ m + �*� � ; ¸àß ; È;(+ ���w ¸ m + ����á F

(6.49)

Die hierbeiderIntegrationauftretendeDivergenzkannnachdemSatzvonGaussin ein
Integral überdie begrenzendeOberfl̈acheübergeführt werden. Wegender Forderungm + �*� �c2 auf der Oberfl̈ache,liefert dasOberfl̈achenintegral keinenBeitrag und es
bleibt m � � ` � Â / m�Èm + �*� m + �*� �}2â� (6.50)

wobeidie Variationsableitungdefiniertist alsm�Èm + �*� � � ; È;�+ �*� � ; ¸ ; È;�+ ��� w ¸ F
(6.51)

Die ÄnderungenderKomponentendesmetrischenTensorsm + ��� beiderTransformation
(6.48)folgenausdemTransformationsgesetz+ � Ô � Ô �0/ Å �¯� ; / � Ô; / ¸ ; / � Ô; / � + ¸ � �0/E� F

(6.52)

Da die Transformationinfinitesimalist, erḧalt manin ersterOrdnungvon Ï+ �*Ôã�ÛÔ �0/ Å �¯� + ��� �0/E�µ�{ä � w ¸ + ¸ � �0/E�=�Vä � w � + ��� �0/µ�=�fåà�3Ï Y � F
(6.53)

Hierbeihabenwir zur VereinfachungderSchreibweiseÏ\Õ � �0/E�Iæ�ä � �0/E� gesetzt.Zum
VergleichderTermealsFunktionenderselbenVariablenentwickeln wir die linke Seite
nachPotenzenvon ä � . Da nur die SummandenniedrigsterOrdnungzu ber̈ucksich-
tigen sind, könnenwir im Koeffizientenvon ä � anstellevon + �*Ôç�SÔ die ungestrichenen
Komponentenvon + �*� schreibenunderhalten+ ��Ôè�ÛÔ �0/ ¸ �éä ¸ �¯� + ��Ôã�SÔ �0/ ¸ �µ� + �*� w ¸ ä ¸ �fåà�3Ï Y � F

(6.54)

Man erḧalt schließlichmit (4.52)für die Änderungder + ��� alsFunktionvon /m + �*� �0/µ�±æ + �*Ôç�SÔ �0/µ�£� + ��� �0/E�±�Hä � w ¸ + ¸ � �{ä � w ¸ + ¸ � �gä ¸ + �*� w ¸ F
(6.55)

Führt manstattder partiellenAbleitungen ä � w ¸ und ä � w ¸ die kovariantenAbleitungen
ein,dannkanndieserAusdruckin derzweckm̈aßigerenFormgeschriebenwerdenm + �*� �Hä � � ¸ + ¸ � �{ä � � ¸ + ¸ � F

(6.56)
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Die Variationsableitung(6.51)stellt eineTensordichtedar, die in denIndizessymme-
trischist. Manerḧalt andererseitseineTensordichteauseinemTensor, wenndiesermit] + multipliziert wird (vergl. (5.24)).Wir könnendaherdurchdie Definition�> ] + Ë ��� � � m�Èm + �*� (6.57)

densymmetrischenTensor

Ë �*� einführen.Wir setzen(6.57)unddenAusdruckfür m + �*�
(6.56)in die Gleichung(6.50)ein underhalten,nachdemderzuvor eingef̈uhrteFaktor� � > wegenderSymmetrievon

Ë ��� gek̈urzt wurde,m � � ` � Â / ] + Ë �*��ä � � ¸ + ¸ � �}2 F
(6.58)

NachderProduktregel könnenwir hierfür auchschreibenm � � ` � Â / ] +pê o ä � Ë ¸� q � ¸ �§ä � Ë ¸� � ¸�ë �[2 F
(6.59)

Das Integral über die kovarianteDivergenzdesVektorsim erstenSummandenkann
nachdemIntegralsatzvon Gauss(5.25)in ein Oberfl̈acheninegral umgeformtwerden.
DiesesIntegral liefert keinenBeitrag,danachVoraussetzungdie ä � aufderOberfl̈ache
gleichNull sind.Esbleibt m � � ` � Â / ] + ä � Ë ¸� � ¸ �[2 F

(6.60)

Dadiesfür beliebigeä � geltensoll, folgt für denin (6.57)definiertenTensor

Ë ¸� � ¸ �[2
und,weil die kovarianteAbleitungvon + �*� verschwindet,auchË � ¸ � ¸ �[2 F

(6.61)

Wir erkennendarindieverallgemeinerteFormderfür denspeziell-relativistischenEner-
gie-Impuls-TensorgeltendenGleichung

Ë � ¸ w ¸ �[2 .
AusdiesemGrundliegt esnahe,denEnergie-Impuls-TensoreinesdurchdieLagrange-
Funktion

¤ �[È � ] + beschriebenenphysikalischenSystems(dasGravitationsfeldselbst
ausgenommen)in einemGravitationsfeldmit demin (6.57)definiertensymmetrischen
unddivergenzfreienTensor Ë �*� � >] + m@� ] + ¤ �m + ��� (6.62)

zu identifizieren.
Wir wollen dieseplausibleSchlußfolgerungdurchVergleichmit dembekanntenEner-
gie-Impuls-TensordesfreienelektromagentischenFeldes(6.42)rechtfertigen.Zunächst
gilt mit (5.16)für die Variationvon ] +m ] + � �> ] +6+ ��� m + �*� (6.63)
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Wegen + ��� + �"8ì�}m �8 sinddie Variationenm + �"8 und m ��� durchm + ��� + �"8<� + ��� m + �"8.�[2 (6.64)

miteinanderverbunden.NachMultiplikation mit + �98 folgt die Bedingungm + ��� ��� + ��� + �98 m + �"8 F
(6.65)

Man hatdaherbeimÜbergangvon m + �*� zu m + �*� aufdie ÄnderungdesVorzeichenszu
achtenunderḧalt m ] + ��� �> ] +B+ �*��m + �*� F

(6.66)

Die Lagrange-FunktiondeselektromagnetischenFeldeslautet(vgl. (6.36))¤ ��� ���Ç » ¶ ? A ¶ ¸ � + ¸ ? + � A F
(6.67)

Da
¤

von denAbleitungendesmetrischenTensorsnicht abḧangt,wird die Rechnung
einfachundmanerḧalt beiAnwendungderProduktregelm~� ] + ¤ �m + �*� � ; � ] + ¤ �;�+ �*� ��� �> ] +@+ ��� ¤ � �í » ] + ¶ � ¸ ¶ ¸ � F

(6.68)

NachderDefinition (6.62)folgt damitË ����� �ºB» ê ¶ � ¸ ¶ ¸ � � �º + ��� ¶ ? A ¶ ? A ë F
(6.69)

DieserTensorstimmt mit dembekanntenEnergie-Impuls-Tensordeselektromagneti-
schenFeldes(6.42)überein.Die allgemeineDefinition (6.62) ist somit (ohnezus̈atz-
lichenFaktor)gerechtfertigt.Ergänzendseibemerkt,daßdieseMethodeauchzur Be-
stimmungdesEnergie-Impuls-Tensorsim flachenRaum(ohneGravitationsfeld)geeig-
net ist. Die dabeieingef̈uhrtenkrummlinigenKoordinatenwerdendannmit + ��� als
formalesHilfsmittel in derRechnungbenutzt.
Als weiteresBeispielbetrachtenwir ein freiesskalaresFeld î �0/µ� der Masse� . Die
Lagrange-Funktionfür dasreelleFeld î lautet¤ � �> ² + ��� ; � îï; � î �g� Y î Y ³ F

(6.70)

Die zugeḧorigeFeldgleichungfolgt bei VariationdesWirkungsintegrals(6.47)nach î; � ] + ¤ �;^î � ; �   ; � ] + ¤ �;^î w � ¡ ���Z� Y ] +(î � ; � � ] +6+ �*� ; � î �±�[2 F
Da î einSkalarist, könnenwir î w ��� î � � setzenunderhaltennachDivisiondurch ] +�] + ; �ð� ] +(î � � �µ�{� Y î �[2
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undmit (5.22)schließlich î � �@� � �{� Y î �[2 F
(6.71)

Diesist, wie erwartet,die Klein-Gordon-Gleichungin allgemeinkovarianterForm.
DenEnergie-Impuls-Tensorgewinnenwir ausderVariationsableitungvon È­� ] + ¤
nachm + ��� . Mit (6.66)findetmanm@� ] + ¤ �m + �*� � ; � ] + ¤ �;�+ �*� �Q� �> ] +B+ �*� ¤ � �> ] +~; � îÙ; � î
unddieDefinition(6.62)ergibt danndenEnergie-Impuls-Tensorfür dasskalareFeld îË �*��� î w � î w �ð� �> + �*� o + ? A ;6?
îÙ;6A(î �g� Y î Y q F

(6.72)

Im lokalenInertialsystemgehtdieserTensorin denbekanntenspeziellrelativistischen
Ausdrucküber. DiesesVerfahrenist zur Berechnungdesdivergenzfreiensymmetri-
schenEnergie-Impuls-Tensorsbesondersgeeignet.

6.6 Killing-V ektoren und Erhaltungssätze

Kehrenwir nun zur Transformation(6.48) zurück. Für denFall, daßsich dabeidie
Metrik nicht ändert,also m + �*� �H2 ist, geht(6.56)überin die Bedingungä � � ¸ + ¸ � �{ä � � ¸ + ¸ � �[2 F

(6.73)

DieseGleichungheißtKilling-Gleichung,dieLösungenä � �0/E� Killing-Vektoren.Wenn
Lösungenä � �0/µ� derKilling-Gleichungexistieren,dannbeschreibtdie Transformation
(6.48)eineisometrischeAbbildungderRaum-Zeitauf sich. Wir könnendieseAbbil-
dungauchalsBewegung(z.B.Rotation)desRiemannschenRaumesdeuten,dennman
bezeichnetgeradesolcheTransformationenals Bewegungen(Verlagerungen),bei de-
nendie Metrik nicht gëandertwird. Die isometrischenTransformationenbilden eine
Gruppe,diesogenannteBewegungsgruppe.Nur beivorhandenerSymmetriebesitztdie
Killing-GleichungLösungen.Für einenbeliebigenRiemannschenRaumbrauchtkeine
LösungderKilling-Gleichungzu existieren.
Betrachtenwir als besonderseinfachesBeispiel den speziellenFall desMinkowski-
Raumes.Die Killing-Gleichunggehtdannüberinä\� w �Z�{ä�� w ���[2 (6.74)

mit dervon 10ParameternabḧangigenallgemeinenLösungä\�^�0/µ�±�[Ñ@�É�{Ï��*��/ � �£Ï��*���­�ñÏ��S� F
(6.75)

OffensichtlichentsprichtdieseLösunggeradedenTransformationenderPoincaŕe-Grup-
pe.
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Als zweitesBeispielbetrachtenwir ein Gravitationsfeld,daseinenzeitartigenKilling-
Vektor ä\�6ä � _ 2 zuläßt. Wir wählendie Koordinatenso, daß ä � die einfacheForm
annimmtä � �Q�"���524�524�526� . Die rechteSeitederGleichung(6.55)ist mit derBedingungm + �*� �H2 nurdannerfüllt, wenn ;�+ ���; / C �[2 (6.76)

gilt. In demgewähltenKoordinatensystemsind demnachalle Komponentendesme-
trischenTensorsvon / C unabḧangig.Ein Gravitationsfeldmit dieserEigenschaftheißt
station̈ar. Wenn zus̈atzlich + C"t �c2 gilt, wird daszeitunabḧangigeGravitationsfeld
statischgenannt.In diesemFall sinddiebeidenZeitrichtungen̈aquivalent,denndasLi-
nienelementdX ändertsichbei einemVorzeichenwechselvon / C nicht, weil die raum-
zeitlichenTermed/ C d/ t fehlen.Geometrischbedeutetdies,daßbeistatischenFeldern
derzeitartigeKilling-VektororthogonalzurHyperfläche/ C �[ò9óBô�õ)ö ist.
Manbeachtejedoch,daßdereinzeitunabḧangigesGravitationsfelderzeugendeKörper
nicht notwendigbewegungslosseinmuß. So ist z.B. dasFeld einesgleichm̈aßigum
seineAchserotierendenaxialsymmetrischenKörperszeitunabḧangig. Bei einemVor-
zeichenwechselvon / C ändertsich jedochdasVorzeichender Drehgeschwindigkeit.
Die RichtungenderZeitkoordinatesindnicht mehrgleichwertig.DaszugeḧorigeGra-
vitationsfeldist dahernichtstatischsondernstation̈ar.
In einemgegebenenGravitationsfeldgilt für densymmetrischenEnergie-Impuls-Ten-
sor einesphysikalischenSystems(einerFeld- bzw. Materieverteilung)der lokale Er-
haltungssatz(6.61).DieseGleichunglautetexplizitË ��� w � � 7 � �"� Ë �"� � 7 � �"� Ë ��� �H2 F

(6.77)

DerersteundletzteTermführenzusammengefaßtmit (5.17)auf�] + � ] + Ë ��� � w � � 7 � �"� Ë �"� �}2 F
(6.78)

Der Satzvon Gausskannnur auf denerstenSummandenangewendetwerden.Somit
verhindertdervon demGravitationsfeldherr̈uhrendezweiteTermdie Gültigkeit eines
integralenErhaltungssatzes.WennjedochdasRaum-Zeit-KontinuumSymmetrien,d.h.
eineBewegungsgruppebesitzt,hatdieseinenintegralenErhaltungssatzzurFolge.Der
zurBewegungsgruppegeḧorendeKilling-Vektor ä � erfüllt dieGleichung(6.73).Daher
verschwindetdannauchwegen

Ë �*� � � �Q2 undderSymmetrievon

Ë �*�
die Divergenz

desmit ä\� gebildetenVektors

Ë ��� ä\� , d.h. mit (5.20)könnenwir schreiben� Ë �*� ä\�4� � � � �] + � ] + Ë �*� ä\�~�Sw � �[2 F
(6.79)

Wir integrierendieseGleichungüberein dreidimensionalesVolumen,auf dessenBe-
grenzung

Ë �*�
verschwindet` � Ë �*� ä\�~� � � ] + � À /�� ` ² ] + Ë � C ä\� ³ w C � À /�� ` � ] + Ë � t ä\�~� w t � À /��}2 F

(6.80)
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NachdemSatzvon GausskannmandenzweitenSummandenin ein Integral überdie
begrenzendeOberfl̈acheüberf̈uhren,daswegen

Ë ��� ��2 auf der Begrenzungkeinen
Beitrag liefert. DasverbleibendeIntegral ist daherzeitlich konstant,d.h. esgilt der
Erhaltungssatz ;; / C ` ] + Ë � C ä\�6� À /à�}2 F

(6.81)

Die BewegungeineskräftefreienMassenpunkteserfolgt im RiemannschenRaumauf
einerGeod̈aten � � �� O �[2 F

(6.82)

Nehmenwir an,daßein Killing-Vektorfeld ä\� existiert. Dannbleibt die skalareGrößeä\�B� � konstant.Zum Beweisüberschiebtman(6.82)mit dem ä\� underḧaltä\� � � �� O � �� O �0ä\�B� � �£�g� � ä\� � �*� � �[2 F
(6.83)

Wegender Antisymmetrievon ä\� � � (vergl. die Killing-Gl. (6.73)) liefert der zweite
SummandkeinenBeitrag,undesfolgtä\�@� � �}ò9óBô�õ)ö F

(6.84)

DasinnereProdukteinesKilling-Vektorsmit demGeschwindigkeitsvektor einesTeil-
chensbleibt alsobei derBewegungauf einerGeod̈atenkonstant.JederKilling-Vektor
einerSymmetriegruppeführt somitauf eineErhaltungsgr̈oße. Diesesindbei derInte-
grationderGeod̈atengleichungnützlich.
Abschließendseidaraufhingewiesen,daßfür einenvierdimensionalenRaumkonstan-
ter KrümmungzehnKilling-Vektorenexistieren,die den vier Translations-und den
sechsRotationssymmetrienentsprechen.





Kapitel 10

Gravitationswellen

Die Fragenachder Existenzvon Gravitationswellenstellt ein besondersinteressan-
tesProblemdar. In Analogiezur Elektrodynamiksolltendie EinsteinschenFeldglei-
chungenLösungenzulassen,die sich als freie Gravitationsfeldermit Lichtgeschwin-
digkeit ausbreiten.Die möglicheExistenzvon Gravitationswellenwurdebereitsvon
Einstein(1918)mit Hilfe gen̈aherterLösungender linearisiertenFeldgleichungenun-
tersucht.DemnachwerdenGravitationswellenvon einemSystembeschleunigterMas-
senerzeugt,̈ahnlichwie elektromagnetischeWellendurchbeschleunigteLadungen.Im
Unterschiedzur Elektrodynamikbesitzenaberdie Quellender Gravitation, die Mas-
senverteilungen,nur ein Vorzeichen.Daherkanneskeinegravitativen Dipole geben,
d.h.die Gravitationsstrahlung ist in niedrigsterOrdnungeineQuadrupolstrahlung.1

GravitationswellenmerklicherSẗarke könnenentstehen,wenngroßeMassensichsehr
schnellbewegen. Diesgeschiehtz.B. beimGravitationskollapsoderbeimSupernova-
ausbrucheinesSternes.Nebender relativen SeltenheitsolcherEreignissein nicht zu
weiterEntfernungist dieaufderErdezuempfangendeIntensiẗatgeringundderenMes-
sungdementsprechendschwierig.Die bisherseitdensechzigerJahrendurchgef̈uhrten
Experimentehabenzu keinempositiven Ergebnisgeführt. Aber mangehtdavon aus,
daßdie notwendigeEmpfindlichkeit bei denim Aufbaubzw. in derErprobungbefind-
lichenverbessertenExperimentenin absehbarerZeit erreichtwerdenkann.
Als indirekterNachweisderGravitationsstrahlungkanndieAbnahmederBahnperiode
desDoppelsternsystemsPSR1913+16angesehenwerden,dasauseinemPulsarund
einemnicht sichtbarenBegleiterbesteht.Die genauenMessungenan diesemSystem
über Jahrehinweg ergeben,daßdie Gravitationsabstrahlung, wie sie nachder Qua-
drupolformelerfolgt, bei ErwägungandererdenkbarerEffekte, die einzigeplausible
Erklärungfür denEnergieverlustdesSystemsunddie damitverbundeneAbnahmeder
Bahnperiodeist.2

GravitationswellenbildendieVerbindungzudemin derQuantentheoriederFeldereta-

1Die Abwesenheitvon Monopolstrahlungfolgt ausdemBirkhoff-Theorem,wonachbei kugelsymme-
trischenQuellendieLösungenim Außenraumstatischsind.

2Die gemesseneAbnahmederBahnperiodeentsprichtbisaufdreiPromilledertheoretischenVorhersa-
ge. Interessantist außerdemfolgendesErgebnis.Der bei diesemSystemgemesseneWert derPeriheldre-
hungbesẗatigt bis aufwenigeralseinPromillegenaudieVorhersagederRelativitätstheorie.
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blierten Teilchenbildund sind daherauchaustheoretischerSicht von grundlegender
Bedeutung.Hier kanndie Elektrodynamikebenfalls als Beispielherangezogenwer-
den,die in derquantentheoretischen Formulierungzwangsl̈aufig zu derTeilcheninter-
pretationdurchPhotonenführt. Bei einemklassischenFeld,demin derQuantentheorie
Teilchenmit ganzzahligemSpin � entsprechen,dominiertoffenbardie2� -polstrahlung.
Gehtmanvon dieserfür Photonen(Dipol, Spin 1) gültigen Regel aus,dannsind im
Teilchenbildder Gravitationswellen(Quadrupol)für die GravitonenderSpin2 zu er-
warten.
Da die EinsteinschenFeldgleichungennichtlinearsind,gilt dasin derElektrodynamik
verwendeteSuperpositionsprinzip hier nicht mehr. Die damit verbundenSchwierig-
keitenbeimAuffindenstrengerWellenl̈osungen,die einerrealenphysikalischenSitua-
tion entsprechen,führenzwangsl̈aufig dazu,daßmandie Feldgleichungendurchma-
thematischleichter zug̈anglichelineareDifferentialgleichungen(Wellengleichungen)
ann̈ahert.Diesist unterderVoraussetzungrelativ schwacherFeldermöglich. DieNähe-
rungschwacherFelderentsprichtaberauchderrealenSituationinsofernbei denin der
Fernzone,d.h. in großerEntfernungvom Entstehungsort,beobachtbarenGravitations-
wellen nur geringeIntensiẗatenzu erwartensind. Außerdemerḧalt der Begriff eines
ElementarteilchensseinepräziseBedeutungerstim asymptotischenBereich,d.h. fern
von allen anderenTeilchen. Im Fall desGravitons entsprichtdies einer Lösungder
Feldgleichungenin der Fernzone,wo die Felderschwachsind. Es ist dahersinnvoll,
von schwachenFeldernundsomitvon denlinearisiertenFeldgleichungenauszugehen.

10.1 Die Feldgleichungenin linearer Näherung

Wir gehenausvon dembereitsfrüherin Gl. (7.25)eingef̈uhrtenlinearenAnsatzes�������	��

�����������������	��
�����������
�� (10.1)

derwegen � � ��� �! #" nur geringeAbweichungenvon derMinkowskischenMetrik � ���
beschreibtund als Näherungim Fall schwacherGravitationsfeldergilt. Beim Rech-
nen in der linearenNäherungsind folgendeRegeln zu beachten.Da wir � ��� sowie
derenerstenund höherenAbleitungenals klein annehmen,könnenalle ihre Produkte
vernachl̈assigtwerden.DasHebenundSenkender Indizeserfolgt in dieserNäherung
dannmit � ��� �$� ��� stattmit � ��� �%� ��� , unddie Bedingung� ��& � &'� �)( �� wird mit� ��� �*� ���,+ � ��� (10.2)

erfüllt. Da � ��� konstantist, könnenwir denAusdruckfür die Christoffel-Symbolein
derlinearenNäherungaus(5.14)ablesen- & ��� � ". � &�/ ��� /%�10 � ��� /%�20 � + � ���10 / 
43 (10.3)

Entsprechenderḧalt manaus(5.28)beiVernachl̈assigungderin
-

quadratischenTerme
denRiemann-Tensorin linearerNäherung5,6 ���87 � ". ��� ���10 7 6 + � 6 �10 ��7 + � ��790 � 6 ��� 6 790 ��� 
:3 (10.4)
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Darausfolgt unmittelbarderRicci-Tensor5 6 ��� 6 � ".<; � 6���10 6 + � 6 �10 � 6 + � 6�=0 � 6 ��� 6 6 0 ����> 3 (10.5)

Führtmanstatt �?��� die folgendenFeldfunktionenein@ 6�:A �)� 6� + ". ( 6� �B�C�D�)� 6 6 � (10.6)

dannkann der Ricci-Tensorin der für die folgendenBetrachtungenzweckm̈aßigen
Formgeschriebenwerden5 ��� � ". � 6���10 6 + ".FE @ 6�=0 6 � � @ 7�G0 7��!H 3 (10.7)

Die nochaufzustellendenlinearenFeldgleichungenwerdeneinfacher, wennmandie
Invarianzder Feldgleichungengegen̈uber Koordinatentransformationen ausnutzt. Im
RahmenderlinearenNäherungsindabernurkleineAbweichungenvondenMinkowski-
Koordinatenzugelassen,wie wir sie von denAusführungenin Abschnitt 6.5 bereits
kennen.Wir ändernalsodie Koordinatendurchdie Transformation� ��I �*� � �KJ � ���ML�
:� (10.8)

wobeidie FunktionenJ � �N� L 
 undderenAbleitungenvon gleicherOrdnungklein wie
die � � ��� � seinsollen.
NachdemTransformationsgesetz� � I � I �PO � 6O � � I O � 7O � � I � 6 7 � ; ( 6 � + J 6 0 �9> E ( 7 � + J 7 0 � H � 6 7 (10.9)

folgt für dengen̈ahertenmetrischenTensor(10.1)����QR�1QM�S������������� + JT�20 � + J'�10 �U3 (10.10)

Bei derTransformation(10.8)gehendemnachdieGravitationspotentiale in derlinearen
Näherung̈uberin �?���WVYX�����Z�)����� + JT�20 � + J'�10 �U3 (10.11)

Die transformierteGröße X� ��� ist ebenfalls nur einekleineStörungvon � ��� . Wie man
durchEinsetzenvon (10.11)in (10.4)leicht nachrechnet,̈andertsichderKrümmungs-
tensorbei derTransformationnicht. Die physikalischenAussagenbleibenbeimÜber-
gang� ��� VUX� ��� ungëandert.Die Potentiale� ��� und X� ��� sindin ihrerWirkunggleich-
wertig. Die linearisierteGravitationstheoriebesitztdemnachdiedurch(10.11)definier-
te Eichfreiheit,in engerAnalogiezu derin derElektrodynamik,wo derFeldsẗarketen-
sor [ ��� bei derUmeichungderPotentiale\ ��V \ �]� O �_^ nicht gëandertwird. Wie
in der Elektrodynamikkönnenwir daherauchhier durchdie Wahl einerbestimmten
Eichungdie linearisiertenFeldgleichungenvereinfachen.
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Zunächstfolgt aus(10.11) �`VUX�`�)� + . J � 0 � 3 (10.12)

Damitundmit (10.11)gehendie in (10.6)eingef̈uhrtenFeldfunktionen
@ 6� überinX@ 6� � @ 6� + J 0 6� + J 6 0 � �a( 6� J � 0 � 3 (10.13)

Die Ableitungenhiervon,die im Ricci-Tensorvorkommen,ergebenX@ 6�=0 6 � @ 6�b0 6 + J 0 6� 6 3 (10.14)

Wennin denurspr̈unglichenKoordinaten
@ 6�b0 6dc��e ist, kannmanwegenderEichfrei-

heit dasVektorfeld J � sowählen,daßdie folgendeBedingungerfüllt ist@ 6�b0 6 �*J 0 6� 6gfih JT�U3 (10.15)

Hier bezeichnet
h A �Y� 6 7 O 6 O 7 den d’Alembert-Operator. Bei der so festgelegten

Eichtransformationgilt dannin denneuenKoordinatenX@ 6�=0 6 ��eY3 (10.16)

Mit dieserBedingungsinddie neuenKoordinatenunddamitdie Potentiale X@ ��� nicht
eindeutigbestimmt. Führt etwa eineweitereEichtransformation� � V � � ��J � aus,
derenerzeugendesVektorfeld J � die Bedingung

h J � �je erfüllt, dannwird dabeidie
Eichbedingung(10.16)nicht gëandert.Esseidaranerinnert,daßbei denEichtransfor-
mationenin derElektrodynamikeineentsprechendeMehrdeutigkeit vorkommt.
Fordernwir also nachAusführungeiner Eichtransformationdie Bedingung(10.16),
dannerhaltenwir für denRicci-TensorunddenKrümmungsskalar

5 � 5 � � die einfa-
chenAusdr̈ucke (Strichefortgelassen)5 ��� � ". h � ��� � 5 � ". h �k3 (10.17)

DerEinstein-Tensor(7.1)wird damitl ���W� ". h @ ���m� (10.18)

undesfolgendie sovereinfachtenlinearenFeldgleichungenh @ ��� � .�n_o ��� 3 (10.19)

DurchSpurbildungerḧalt mandarausdie andereForm (vergl. (7.3)) der linearisierten
Feldgleichungen h � ��� � + .�nFp_o ��� + ". � ��� orq 3 (10.20)

Zusammenfassendstellenwir nochmalsfest: Die Funktionen
@ ��� gen̈ugendenlinea-

renFeldgleichungen(10.19),vorausgesetztdieEichbedingung(10.16)isterfüllt. Damit
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sinddie Feldfunktionen
@ ��� nicht eindeutigfestgelegt. Man kannimmernochumei-

chen,ohnedie Bedingung(10.16)zu verletzen,wobei daserzeugendeVektorfeld J �
derhomogenenWellengleichung

h J � �)e gen̈ugenmuß.Die Bedingung(10.16)wird
Hilbert-EichungoderauchharmonischeEichunggenannt.SieentsprichtderLorentz-
Eichungin derElektrodynamik.
Dadie LösungenderlinearisiertenFeldgleichungendie Eichbedingung� 6 � @ ���10 6 �)e (10.21)

erfüllen müssen,folgt eindeutigaus(10.19)auch� 6 � o ���10 6 ��es3 (10.22)

Diesist derAusdruckfür die Erhaltungvon Energie undImpulsderMaterieohneEin-
beziehungderGravitation. Im Vakuum(

o ���W��e ) geltendiehomogenenFeldgleichun-
gen h @ ��� ��e (10.23)

mit derNebenbedingung(10.21).Hierausist zu entnehmen,daßschwachegravitative
Störungensichmit Lichtgeschwindigkeit durchdenleerenRaumausbreiten.Ein Mas-
sentermkommtin (10.23)nichtvor.
Die tensorielleWellengleichung(10.23)beschreibteinmasselosesFeldmit Spin2.3 In
derlinearenNäherungwird demnachdieAllgemeineRelativitätstheorieaufdieTheorie
einesmasselosenFeldesmit Spin2 reduziert.Esliegt nahe,dieseDeutungzuverallge-
meinernindemmandieallgemeineTheoriealsdieeinesmasselosenSpin-2-Feldesmit
nichtlinearerSelbstwechselwirkung betrachtet.Hierbeisollte jedochfolgenderVorbe-
halt beachtetwerden.Die hier benutztenBegriffe MasseundSpineinesFeldeserfor-
dern,wie wir gesehenhaben,eineflacheHintergrundmetrik� ��� , dienur in derlinearen
Näherung,nicht aberin dervollständigenTheorievorkommt. Außerhalbder linearen
NäherungverlierendieseBegriffe ihrepräziseBedeutung.
SpezielleLösungender linearisiertenFeldgleichungen(10.19)kannmansofort ange-
ben.Da jedeihrerKomponentendiegleicheStrukturwie die entkoppeltenWellenglei-
chungenfür dieelektromagnetischenPotentiale\ � hat,könnenwir dieausderElektro-
dynamikbekanntequellenm̈aßigeDarstellungin derFormvon retardiertenPotentialen
auchhier anwenden.Für eineim Volumen t vorgegebeneMaterie-Energieverteilung
erhaltenwir sodieLösungderWellengleichung(10.19)in derForm@ ��� ��u�v�$w$

� + n.�xzy�{}|?~ � Q o ������u� Q �$w Q 
� u� + u� Q � � (10.24)

wobeiim Argumentvon
o ��� die retardierteZeit w Q �*w + � u� + u� Q �R��� steht.

10.2 EbeneWellen

Wir betrachtennun die einfachstenLösungender linearisiertenhomogenenFeldglei-
chungen,die ebenenGravitationswellen. In der linearenNäherungerḧalt mandurch

3Diesist seit langerZeit bekannt:M. Fierzu. W. Pauli, Proc.Roy. Soc.LondonA173, 211(1939).
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SuperpositionebenerWellenallgemeineLösungen.Auch kannmandie Gravitations-
wellenin derFernzonedurchebeneWellenapproximieren.

ElektromagnetischeWellen

Zur Einführungist esnützlich,andiePolarisationszuständeebenerWellenin derElek-
trodynamikzu erinnern.Die Feldgleichungenfür die Potentiale\ � lautenin derLo-
rentz-Eichung h \ � ��� x�}� � � \ � 0 � ��e (10.25)

d.h. im quellenfreienRaum(� � ��e ) h \ � �*eY3 (10.26)

Wir schreibendie ebenenWellenin komplexer Form( ��� � f � �9� � )\ � ��������� � �T����� ��� � (10.27)

wobeiderPolarisationsvektor � � konstantist und � � ���	� ��� � u� 
 denWellenvektorbe-
zeichnet.Nur die reellenLösungensind zu ber̈ucksichtigen.Dashierfür verwendete
ZeichenRewerdenwir künftig derEinfachheithalberunterdr̈ucken. Die ebenenWel-
len sind Lösungender homogenenDifferentialgleichungen (10.26)und gen̈ugender
Eichbedingung,wenn � � � � ��e�� � ��� � ��e (10.28)

erfüllt ist. Die Eichbedingungreduziertdie 4 Komponentenvon � � auf3. OhneÄnde-
rungderFeldsẗarkenundohnedieLorentz-Eichungzuverletzen,könnenwir \ � durch
eineEichtransformation̈andern\ � V X\ � � \ � � O � ^ 3 (10.29)

Dabeimuß
h ^G��e erfüllt sein.Mit ^G�����'�T����� �

erḧalt mandie transformiertenPotentialeX\ � � X� � �T����� ��� X� � �)� � + � � � 3 (10.30)

Da der Parameter� noch frei wählbarist, könnenvon dendrei unabḧangigenKom-
ponentenvon � � nur zwei physikalischeBedeutunghaben. Um diesebeidenwe-
sentlichenKomponentenzu identifizieren,betrachtenwir eineebeneWelle, die sich
in der � ~ -Richtungausbreitet.In diesemFall sind die KomponentendesWellenvek-
tors �M� � � � �#e , � ~ � �_��� e . Aus der Bedingung � � � � folgt zun̈achstmit� � �j� � ��e_��e_� + � 
 � � �*� ~ 3 (10.31)
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Die Eichtransformation(10.30)läßt � � und � � ungëandert,überf̈uhrt aber� ~ inX� ~ ��� ~ + � � 3 (10.32)

Daherkannmandurchdie Wahl �F��� ~ ��� die KomponenteX� ~ (und damit auch X� � )
zum Verschwindenbringen,so daßnur die Komponenten� � und � � übrig bleiben.
Der Polarisationsvektor hatalsonur zwei bedeutsameKomponenten,die voneinander
unabḧangigsind.Dieseentsprechendenbeidenzueinanderorthogonalentransversalen
Schwingungsmoden,� � in � � -Richtungund � � in � � -Richtung.Führt mandie beiden
EinheitsvektorenderPolarisation  � � ��( �� und   � � �¡( �� ein,soerḧalt mandurchderen
Überlagerungdie Polarisationsvektoren� � ¢ �)£`�   � ��¤ �   � � 
:� (10.33)

die zirkular polarisierteWellenbeschreiben.Dieseentsprechendenbeidenmöglichen
Helizitätszusẗanden¤ " .
DerBegriff derHelizität wird zur BeschreibungdesDrehsinnseinerWelle (einesTeil-
chens)benutzt.Die Helizität ist in derQuantentheoriealsEigenwertderProjektiondes
Spinoperatorsauf die RichtungdesImpulsesdefiniert ¥ f u� � u¦ ��� u¦ � . Der Spinoperator
ist dererzeugendeOperatorbei räumlichenDrehungenunddaher¥ erzeugenderOpe-
ratorderDrehungenum die RichtungdesImpulses,d.h. hier desWellenvektors.Stellt
manalsofest, daßeinezirkular polarisierteebeneWelle § bei einerDrehungum die
Ausbreitungsrichtungin § Q �*�T� &�¨ § (10.34)

transformiertwird, dannist offenbar§ EigenzustanddesOperatorsderendlichenDre-
hung � �R© ¨ mit derHelizität ª alsEigenwert.Der höchsteEigenwertª ergibt denSpin
mit denmöglichenSpinstellungenª � ª + " �T3T3T3�� + ª . Wendenwir nuneineDrehungum
die � ~ -Achseaufdie Polarisationsvektoren(10.33)an

� Q �¢ � 5 � � � � ¢ � 5 � � �Y«¬¬­ " e e ee ®�¯�°�± °³²µ´¶± ee + °³²µ´¶± ®�¯�°!± ee e e "
·T¸¸¹ � (10.35)

dannfolgt � Q �¢ �*� ¢ � ¨ � � ¢ 3 (10.36)

Die zirkular polarisiertenebenenelektromagnetischenWellen besitzenalsodie Heli-
zitäten ¤ " . In derquantisiertenTheoriebedeutetdies,daßPhotonendenSpin1 haben
(genauerº ) mit denbeidenSpinstellungen¤ º in derAusbreitungsrichtung.

Gravitationswellen

Wir kehrennun zu den Gravitationswellenzurück und behandelnsie analogzu den
ebenenWellen in derElektrodynamik.Im quellenfreienRaum(

o ��� �»e ) folgennach
(10.20)für � ��� die freien(homogenen)Gleichungenh � ��� ��es� (10.37)
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derenLösungenin derHilbert-Eichung(10.21)die Bedingung� � 6 0 6 � ". � 0 � (10.38)

erfüllen müssen.Wir schreibendie ebeneWellewiederin komplexer Form� ��� ���¼�½� \ ��� � ����� � � (10.39)

und werdendie Bezeichnungfür denRealteil ( ��� ) künftig fortlassen.Sie erfüllt die
Wellengleichungunddie Eichbedingung(10.38),wenn � � ein Nullvektor ist� � � � ��e (10.40)

und \ � 6 � 6 � ". \¾� � � \ � \ � � (10.41)

gilt. DerPolarisationstensor\ ��� ist symmetrisch,hatalso10Komponenten.Mit den4
Bedingungen(10.41)verringertsichdieseZahl auf 6. In denverbleibendenLösungen
sindabernochsolcheenthalten,für die derKrümmungstensoridentischverschwindet.
DiesereinenKoordinatenwellenkönnenaberdurcheinegeeigneteEichtransformation� � I �¿� Q �bJ � �	��
 , h J � �¿e eliminiert unddie Zahl derunabḧangigenKomponenten
auf 2 reduziertwerden.Die verbleibendenKomponentenstellendie beidenmöglichen
PolarisationenderebenenGravitationswelledar.
Die ebeneWelle mögesichz. B. in der � ~ -Richtungfortpflanzen,sodaßfür denWel-
lenvektorgilt � � ��� � ��e_��e_� � 
 , mit � �¡� ���}� e . Die Bedingung(10.41)ergibt dann
im einzelnen(beachte� ~ � + � ) \ �$� + \ � ~ � ". \\ �³� + \ � ~ � e\ � � + \ � ~ � e (10.42)\ ~ � + \ ~$~ � ". \
Addiertmandie letzteGleichungzurerstenundber̈ucksichtigtdieSymmetrievon \ ��� ,
dannfolgt zun̈achst \Z�$� � + \ �$� und damit \ � \¾�$� + \ ~$~ . Mit Hilfe der obigen
Relationenkönnendie 10 Komponentenvon \ ��� durch6 ausgedr̈uckt werden. Wir
gehenvon denfolgendenKomponentenaus: \ �$� , \ �$� , \ ~$~ , \ � � , \ � ~ und \ � ~ . Nach
(10.42)erhaltenwir für die übrigen4 Komponenten\ �³� � \ � ~ � \ � � � \ � ~ � \ ~ � � ".À; \ �$� � \ ~$~ > � \ �$�¼� + \ �$� 3 (10.43)

Bei einerzus̈atzlichenEichtransformationwerdensich diejenigenKomponenten,die
eineabsolutephysikalischeBedeutunghaben,nicht ändern.Wir führendaherzur wei-
terenReduzierungderFreiheitsgradedieEichtransformationdurchJ � � + ��� � � ����� � � h J � ��eY3 (10.44)
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Wegen
h J � ��e wird die frühereEichbedingungnicht verletzt. Bei dieserTransfor-

mationgehendie Gravitationspotentiale � ��� gem̈aß(10.11)in X� ��� überund es folgt
hiernach X\ ��� � \ ���,+ � � � �,+ � � � � 3 (10.45)

Mit � � �j� � ��e_��e_� � 
 erḧalt mandaherfür die 6 unabḧangigenKomponentenX\ �$� � \ �$� X\ � � � \ � �X\W� ~ � \Z� ~ + � �8� X\ � ~ � \ � ~ + � � �X\ �$� � \ �$� + . � � � X\ ~$~ � \ ~$~ + . � ~ � (10.46)

Wir könnennun die Parameter� � der Eichtransformationso wählen,daßalle dabei
gëandertenKomponentenin (10.46)verschwinden.NachderTransformationsinddann
nurnochfolgendeElementedesPolarisationstensorsvon Null verschieden\ �$� � + \ �$� � \ � � � \ � � 3 (10.47)

Demnachkommt nur den beidenKomponenten\W�$� und \W� � eine absolute(eichin-
variante)physikalischeBedeutungzu. In dieserspeziellenEichung,die TT-Eichung
(transversetracelessgauge)genanntwird, ist die SpurdesPolarisationstensorsgleich,
und damit ist auch �b�Á� � � ��e . Die beidenmöglichenlinearenPolarisationender
ebenenWellesinddurch \ � � �*e , bzw. durch \ �$� ��e bestimmt.
Wir führenanalogzur ElektrodynamikzweiPolarisationstensoren  ���Â und   ���ÂÃÂ ein

  ���Â � «¬¬­ e e e ee " e ee e + " ee e e e
·T¸¸¹ �   ���Â�Â � «¬¬­ e e e ee e " ee " e ee e e e

·T¸¸¹ 3 (10.48)

Darausentstehen,wie im Fall derelektromagnetischenWellen,durchSuperpositiondie
beidenzirkularpolarisiertenTensoren\ ���¢ �)£ ;   ���Â ¤ �   ���Â�Â > 3 (10.49)

Wie beidenelektromagnetischenWellenkönnenwir siedurchihreHelizitätunterschei-
den. Die Helizität (und damit der Spin) ermittelnwir ausder Änderungvon \ ��� bei
Drehungum die Ausbreitungsrichtung, hier die � ~ -Achse,mit

5 � 6
aus(10.35)\ Q ���¢ � 5 � 6 5 � 7 \ 6 7¢ 3 (10.50)

Die Rechnungergibt, daßdie physikalischbedeutsamenKomponenten\ ���¢ die He-
lizit äten ª � ¤ . haben. Die maximaleHelizität ergibt den Wert desSpins. Beim
Übergangvon derklassischenzur Quantentheoriebedeutetdies,daßdie entsprechen-
denTeilchen,die Gravitonen,denSpin2 besitzen,mit denbeidenSpinstellungen¤ . º
in derAusbreitungsrichtung.
Sowohl beimPhotonalsauchbeimGraviton stellt mannur zwei Spinrichtungenfest.
Das folgt, wie wir gesehenhaben,ausder Eichinvarianz,die bei diesenFeldernmit
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ganzzahligemSpin ohneMassentermin den Feldgleichungengilt. Die Begrenzung
auf zwei Spinstellungenist somit letztlich auf die Tatsachezurückzuf̈uhren,daßdie
TeilchenkeineRuhmassenbesitzen.Diesist auchderGrunddafür, daßbeideWechsel-
wirkungeneinegroßeReichweitehaben,wie dasin dem "���Ä � -Gesetzzum Ausdruck
kommt.

10.3 Teilchenim Feld der Gravitationswelle

EbeneGravitationswellensind zeitabḧangigeStörungender Metrik mit zwei trans-
versalenModen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten.Wir überzeugenuns
zun̈achstdavon, daßderKrümmungstensordie entsprechendennichtverschwindenden
Komponentenbesitztund fragendannnachdemVerhaltenvon Probeteilchenim Feld
derebenenWelle.
Der Ausdruckfür denKrümmungstensorin linearerNäherung(10.4)entḧalt die zwei-
tenAbleitungenvon � ��� , für diemanim Fall derebenenWellenerḧalt� ���10 6 7 � + � 6 � 7 � ��� 3 (10.51)

BenutztmandieseBeziehungin (10.4),dannist leichteinzusehen,daßderKrümmungs-
tensornichtverschwindendeKomponentenhat,diesichalledurchdiezeitlichenAblei-
tungenderbeidentransversalenWellen � �$� und � � � ausdr̈ucken lassen5¾Å �%Æ�� � ". | � � Å Æ� � | w � �vÇG�$ÈF� " � . 3 (10.52)

Die von Null verschiedenenKomponentensind ein absolutes(von den Koordinaten
unabḧangiges)Kriterium für dieExistenzeineszeitabḧangigenGravitationsfeldes.Au-
ßerdemgilt mit (10.37)auchfür denKrümmungstensorin derForm(10.4)dieWellen-
gleichung h 5¾6 ���17 ��es3 (10.53)

Wir betrachtennun die Wirkung der ebenenGravitationswelleauf ein Probeteilchen,
daskeinenweiterenKräften ausgesetztist. Ein freies Teilchenim Gravitationsfeld
gen̈ugt derGeod̈atengleichung|�É �|?Ê � - � �T/ É � É / ��e)� É � � | � �|?Ê 3 (10.54)

Für einanfangsruhendesTeilchenist É � � � , É Æ ��e . In derTT-Eichungsindnurdiein
(10.47)angegebenenKomponentenvonNull verschieden.Für dieChristoffel-Symbole
folgt damitaus(10.3) - � �$� ��es3 (10.55)

Berücksichtigtmandiesin derGeod̈atengleichung(10.54),dannstelltmanfest,daßsie
mit denkonstantenräumlichenKoordinaten� Å �)ËÍÌ2Î?Ï$ÐÑ�Ò� � � � w (10.56)
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erfüllt ist. Obwohl dasbedeutet,daßdieKoordinateneinesanfangsruhendenTeilchens
( É � � � , É Æ �)e ) sichnicht ändern,darf mannicht auf einenfehlendenphysikalischen
Effekt schließen. Wegen der Zeitabḧangigkeit desmetrischenTensors� ÅÔÓ � �»� ���
ändernsichdierelativenAbsẗandederTeilchen.Oderandersausgedr̈uckt,dabestimm-
te KomponentendesKrümmungstensorsvon Null verschiedensind(10.52),führt dies
zueinerrelativenBeschleunigungderTestteilchen.
Wir wollenaufdieÄnderungdesRelativabstandesnähereingehenundbetrachtenzwei
Teilchenauf der � -Achse,einesbei �Õ�Y� , dasanderebei �Õ� + � . Infolge der
Geod̈atengleichungbleibt das Koordinatenintervall zwischenden Teilchen konstant
beim Wert Ö �)� . £ . Aber der zu messendephysikalischeAbstandwird durchdas
räumlicheLinienelement(6.7)bestimmt,dasin derTT-Eichunglautet( � �%Æ ��e )|?× ��� + �	� Å Æ �a� Å Æ 
 | � Å | � Æ 3 (10.57)

Berücksichtigtman(10.47),dannfolgt darausmit �	� � �$� � �$� ~ 
 f �	�Ø�$ÙÚ��Û9
|?× ���j� " + � �$� 
 | �M�¶�i� " �a� �$� 
 | Ù��
� | Û!� + . � � � | � | Ù#3 (10.58)

Die Absẗandeauf Parallelenzur Ausbreitungsrichtung( Û -Achse)bleibennaẗurlich un-
gëandertweil die ebenenWellen transversalsind. Da sie demnachvon w und Û , nicht
abervon � und Ù abḧangen,könnenwir die obige Relationdirekt für endlicheBe-
reicheanwendenund erhaltenfür denphysikalischenAbstandder beidenTeilchenin� -Richtung Ö × �� �j� " + � �$� 
Í� . �_
Ü� (10.59)

oder Ö × �ZÝ � " + ". � �$� 
Í� . ��
�3 (10.60)

Seinun � ��� �   ���Â £�®Ã¯�°Ú�	�Cw + � Û�
 (10.61)

diemit derAmplitude £ in Û -RichtungeinfallendeGravitationswelle.DanurAbsẗande
in der �Ø�$Ù -Ebenegëandertwerden,könnenwir zur VereinfachungÛÞ��e setzenund
erhaltenmit (10.48) � �$� �)£½®�¯�°2�Cw�3 (10.62)

In (10.60)kommt jedochdie kovarianteKomponente� �$� vor. Daherist wegen(10.2)
einMinuszeichenzu ber̈ucksichtigen,sodaßderAbstandbestimmtist durchÖ × � �j� " � £ . ®Ã¯�°2�Cw�
Í� . ��
�3 (10.63)

Die Gravitationswellebewirkt demnacheineOszillationdesAbstandeszwischenden
Teilchen.
Für zwei auf der Ù -Achsebei Ù��P� bzw. Ù)� + � vorhandenenTeilchen,die der
Gravitationswelle(10.61)ausgesetztsind,variiert derAbstandgem̈aßÖ ×�ß �j� " + £ . ®�¯�°2�Cw�
Í� . �_
à3 (10.64)
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Wegenderin (10.58)bereitsber̈ucksichtigtenRelation � �$� � + � �$� unterscheidensich
die Abstands̈anderungenin denbeidenRichtungendurchein Vorzeichen.Wennalso
derAbstand Ö × in � -Richtungein Maximumhat, ist in der Ù -Richtungein Minimum
vorhanden,undumgekehrt.
Zur VeranschaulichungdesEffektsbetrachtenwir einenRingvon freienProbeteilchen
in der ��Ù -Ebene(mit Koordinatenabstand� vom Ursprung),der durchdie Gravitati-
onswelle(10.61)deformiertwird. In Figur 15 ist daErgebnisschematischdargestellt
(Polarisation�á�W
 ). Danebenist dasentsprechendeErgebnisfür die Welle vom Polari-
sationstypâ!â (Polarisation�Íãä
 ) gezeigt.

Figur 15: Deformation eines Ringes von Probeteilchen durch eine ebene Gravitationswelle vom

Polarisationstyp å�æ�çCè , bzw. åTåäæ%éMè .
Offensichtlichist dereinzigeUnterschiedzwischendenAbbildungeneineRotationum
45ê . Dies folgt unmittelbarausderTatsache,daßderPolarisationstensor  ���Â�Â aus   ���Â
durcheinesolcheTransformationhervorgeht(s. Aufgabe31). Die beidenunabḧangi-
genPolarisationsrichtungen â und â9â stehenalso im Unterschiedzu denelektroma-
gnetischenWellennicht senkrechtaufeinander, sondernbildenim Fall derQuadrupol-
strahlungeinenWinkel von 45ê . Wir könnenhier offenbarfolgendeallgemeineRegel
ablesen.Ein Strahlungsfeld( Çë�ìe ) mit Spin s hat zwei unabḧangigeZusẗandeli-
nearerPolarisation.Ihre Richtungenbilden einenWinkel von 90ê /s. Dies trifft auch
für Neutrinosmit demSpin "�� . zu, derenzwei Spinstellungenentgegengesetzt(180ê )
gerichtetsind.
In Figur 16 sind schließlichdie durchzirkular polarisierteGravitationswellen(vergl.
(10.49))hervorgerufenenDeformationendargestellt,die wir durchihreHelizitätenun-

Figur 16: Deformation durch eine Gravitationswelle positiver Helizität (links), bzw. negativer

Helizität (rechts). Im Fall positiver Helizität rotiert die Deformation entgegen dem Uhrzeigersinn,

wobei die Welle auf den Beobachter zuläuft.
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terscheidenkönnen.Zu bemerken ist, daßin beidenFällennaẗurlich nur die Deforma-
tionen(d.h. der Wulst) in der angegebenenRichtungrotiert. Der Ring der Teilchen
rotiert nicht,die Teilchenschwingennurumihre Anfangslagen.
Wir könnendasErgebnisderGleichungen(10.63)und(10.64)sodeuten:UnterEinfluß
derebenenGravitationswelleoszillierendieTeilchenin gleicherWeisewiederAbstand
zwischenihnen. Sieerfahrendabeidie Beschleunigungrelativ zumNullpunkt ( Ö �G�� ) | � � Ö × 
| w � � + £ . �9�
�í®�¯�°!�Cw�3 (10.65)

DieseBeschleunigungerḧalt manmit � �$� � + £Z®Ã¯�°2�Cw auchausder entsprechenden
KomponentedesKrümmungstensors(10.52)� �T� 5 �³�1�³� � + £ . �!�
�í®Ã¯�°2�Cwà3 (10.66)

Mit anderenWorten,die Gravitationswellebewirkt OszillationendesKrümmungsten-
sors,die wegenderdarausfolgendenBeschleunigung(10.66)zu entsprechendenperi-
odischenÄnderungender relativen AbsẗandezwischendenTeilchenführen. Bei den
VersuchenzumdirektenNachweisderGravitationswellengehtmanvon derMessung
dieserperiodischenAbstands̈anderungenaus.

10.4 Nachweisvon Gravitationswellen

Die Versuchezum direktenNachweisder durch Gravitationsstrahlung hervorgerufe-
nenvariablenRaummetrikberuhenauf denfolgendenzwei Prinzipien.Bei denzuerst
von JosephWeber4 konstruiertenDetektorenregistriert mandie Verformungeneines
Festk̈orpers,der unterdemEinfluß einerGravitationswellezu Quadrupolschwingun-
genangeregt wird. Der größteEffekt ist dabeinaẗurlich im Resonanzfall zu erwarten.
Daherist derDetektornur in einemengenFrequenzbereichbesondersempfindlich.
Bei der zweitenMethodewerdendie relativen Abstands̈anderungenin einemmit La-
sernbetriebenenMichelson-Interferometer aufgezeichnet.Die beobachtetenRaum-
punktesindhier durchdie PositionendesStrahlteilersundderbeidenEndspiegel defi-
niert. DieseMethodebietetdenVorteil, daßmannebeneinemabstimmbarenschmal-
bandigenSignalauchbreitbandigeSignaleregistrierenkann.
Die relative Abstands̈anderungentsprichtbei geeigneterAusrichtungdesDetektors
der Amplitude £ der am Detektor eintreffendenGravitationswelle,sie ist maximalÖ × � × Ý £ . Um eineVorstellungdavon zu gewinnen, wie geringder zu erwartende
Effekt ist, soll hiereineAbscḧatzungderGrößenordnungderamEmpf̈angerzu erwar-
tendenAmplitude gen̈ugen. Als wesentlicheQuellender Gravitationsstrahlungkom-
menraschbewegtegroßeMassenin Sternenbzw. Sternsystemen,insbesondereunter
Beteiligungvon NeutronensternenoderSchwarzenLöchern,in Frage.
Ein einfachesBeispielist ein Doppelsternsystem,dasauszwei einanderim Abstandî

4J. Weber:TheSearchfor GravitationalWaves,in A. Held (Ed.),GeneralRelativity andGravitation,
Vol. 2, PlenumPress,London1980.
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umkreisendenMassenï � und ï � bestehenmöge. Die dimensionsloseAmplitude £
ist durchdie hier vorkommendencharakteristischenLängenbestimmt.Sieist zun̈achst
proportionalzu denfür die gravitative Wirkung maßgeblichenSchwarzschild-RadienÄ�ð � und Ä�ð � derSterne.Zweitensist dieAusdehnungdesSystemsî (AbstandderSter-
ne) im Nennerzu ber̈ucksichtigen,dennje geringerdieserist, destoschnellererfolgt
die BewegungderMassen.Da die Amplitude mit zunehmenderEntfernungñ ( ò î )
von der Strahlungsquelleabnimmt,wird schließlich £ mit ñ im Nennerdimensions-
los. Beim Beobachterin derEntfernungñ trifft demnacheineGravitationswelle(der
doppeltenUmlauffrequenz)mit einerAmplitudein derGrößenordnungein£G� Ä�ó � Ä�ó �î!ñ 3 (10.67)

Um ein Zahlenbeispielzu geben,betrachtenwir ein System,dasauszwei Neutronen-
sternen(Massenje 1.4 ïõô ) besteht,die im Abstandvon etwa 20 km einanderum-
kreisen. Befindetsich diesesim nächstgelegenenGalaxienhaufen,demetwa 50 ã " e�ö
LichtjahreentferntenVirgo-Haufen,dannerwartetmannachobigerAbscḧatzungauf
derErdeeineAmplitudein derGrößenordnung£ Ý " e�÷ � � . DieseextremkleineAm-
plitude entsprichteiner Längen̈anderungvon " e ÷ ~ fm je Kilometer. Zum Vergleich
seidaranerinnert,daßdie RadienkleinerKerneeinigefm ( " e ÷ � ~ cm) betragen.Man
hofft, dieseminimaleAmplitude mit denin nächsterZeit in BetriebgehendenLaser-
Interferometernauflösenzu können.
Verschmelzenschließlichdie umlaufendenSternebeim Verlassender letztenstabilen
Bahn,dannkommt eszu einer für sehrkurze Zeit besondersheftigenEmissionvon
Gravitationsstrahlung. Im EndzustandbleibtnureinPartner(etwaeinSchwarzesLoch)
bestimmterMasseübrig. Eine entsprechendeObergrenzebeobachtbarerAmplituden,
die von solchenZusammenbr̈uchenherr̈uhren,kannmanabscḧatzen,indemmandie
obigeFormel(10.67)auf £Kø Ä�óñ Ý " e ÷ �úù�û " e�ü�ýíËñ þ ïïKô 3 (10.68)

reduziert.Die Entfernungñ wird hierbeiin Kiloparsecgemessen.
Der von J. WeberbenutzteDetektorbestehtauseinem153 cm langenAluminiumzy-
linder von etwa " e�ö g, dermechanischundakustischsogut isoliert wird, daßin seiner
Grundschwingungvon ca. 1.6 kHz nur nochdasthermischeRauschenals dominie-
rendeStörungvorhandenist. Zur VerminderungdesRauschenswird derDetektorbei
tiefenTemperaturenbetrieben.Die Schwingungenwerdenmit Hilfe deram Zylinder
angebrachtenpiezoelektrischenQuarzein elektrischeSignaleverwandeltunddannre-
gistriert.Die sonachweisbarenAmplitudenderZylinderflächenlagenbeica. " e�÷ � ö m .
Zur UnterscheidungderSignalevomRauschenundumanderenichtgravitative Effekte
zu vermeiden,stellteWeberzwei Zylinder in großerEntfernung(in Marylandund in
Chicago)auf undregistriertedasgleichzeitigeAnsprechenderDetektoren.Er konnte
jedochnicht überzeugendnachweisen,daßdievon ihm beobachtetenKoinzidenzenauf
Gravitationswellenzurückzuf̈uhrenwaren.SeineVersuchewurdenin mehrerenande-
ren Laboratorienmit verbessertenDetektorenwiederholt,dochgelangesnicht, seine
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Ergebnissezu reproduzieren.Esbleibt seinVerdienstdiesemneuenForschungszweig
denentscheidendenImpuls gegebenzu haben.Immerhinhatteder negative Ausgang
derExperimenteobereGrenzenfür RatenundSẗarke von Gravitationswellenim kHz-
Bereichergebenund offenbarwarenAmplitudengrößerals " e�÷ �úù nicht oderäußerst
seltenzu erwarten.
BeieinerErhöhungderEmpfindlichkeit desWeber-DetektorszurMessungvonAuslen-
kungenderGrößenordnung" e�÷ �úù cm gelangtmanin denBereichderQuantentheorie.
Die Empfindlichkeit ist letztlich durchdasUnscḧarfeprinzipbegrenzt.5 Jegenauerder
Empf̈angerdie Positionan den EndendesZylinders mißt, destosẗarker und unvor-
hersehbarerist die Rückwirkungder Messungauf denDetektor. Wesentlichist dann
dieMethodeder

”
unzersẗorbarenQuantenmessung“ (quantumnondemolitionmeasure-

ment). Der Empf̈angerist hiernachim Prinzip so zu konstruieren,daßder Rückstoß
denEffekt derGravitationswellenaufdenZylindernicht beeinflußt.6

NachdiesenerstenErfahrungenkammanvermehrtzuderAuffassung,daßdie interfe-
rometrischeMethodeweitauserfolgversprechender ist. Wir wollen dasWirkungsprin-
zip desInterferometerskurzerläutern.Die beidenArmedesMichelson-Interferometers
mit denfrei beweglich undvon anderenEinwirkungenisoliert aufgeḧangtenSpiegeln
mögenentlangder � - und Ù -Achseorientiertsein.Einein Û -RichtungeinfallendeGra-
vitationswellevomPolarisationstypâ wird entgegengesetzteLängen̈anderungenin den
Armen(Längenÿ ) hervorrufenÿ � � p " � ". £�®�¯�°!�Cw q ÿ (10.69)ÿ¶ß � p " + ". £�®�¯�°!�Cw q ÿ 3 (10.70)

Beim Michelson-Interferometer ist die amDetektorin � (s. Fig. 17)gemesseneInten-
sität desLichts â � ". â � � " � ®Ã¯�°9(�
 3 (10.71)

Hier bedeutetâ � die einfallendeIntensiẗat und ( die Phasenverschiebung der interfe-
rierendenTeilstrahlen.Letzterehängtvon der Differenzder WeglängenÖ ÿ und der
Wellenl̈angeª desLichtsab (]� .�x Ö ÿª 3 (10.72)

Die durcheineGravitationswellehervorgerufenenLängen̈anderungenführen,wenndie
Laufzeit desLichts im Interferometer

. ÿ ��� klein gegendie Periodeder Gravitations-
welle ist, aufdie zeitabḧangigePhasenverschiebung(]� � xª � ÿ � + ÿ ß 
C� � x ÿ £ª ®�¯�°9�CwÕ3 (10.73)

5DieseUrsachederbeschr̈anktenMeßgenauigkeit wird diskutiertvon K.S. Thorneet al., Phys. Rev.
Lett. 40, 667(1978).

6Hinsichtlich weitererEinzelheitenzu diesenUntersuchungensieheC.M. Caves et al., Rev. Mod.
Phys.52, 341(1980).
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Figur 17: Laserinterferometer in Michelson-Anordnung. Die durch die Gravitationswellen hervor-

gerufenen unterschiedlichen Abstandsänderungen der Spiegel führen zu einer meßbaren Pha-

sendifferenz des zwischen den Spiegeln laufenden Laserlichts.

Dies ist in die Gleichungfür die Intensiẗat (10.71)einzusetzen.Gelingt es also die
Änderungder so entstehendenInterferenzstreifenzu messen,kannmannachdiesem
Prinzip einevorhandeneGravitationswellenachweisen.Für denEmpfangeinerGra-
vitationswellebestimmterFrequenzgibt eseineoptimaleLängeder Interferometerar-
me. LäßtmandasLicht mehrfachzwischendenSpiegelnhin undherlaufen,kanndie
Armlängevergrößertwerden.Die DurchführungeinessolchenExperimentserfordert
allerdingseinenerheblichenmeßtechnischenAufwand. Dahersind dieseDetektoren
auchin finanziellerHinsichtaufwendigeralsderWeber-Zylinder.
Gegenẅartig werdenin denUSA zwei Interferometermit je 4 km Armlänge(LIGO)
erstellt,einesbei Hanford,Washington,dasanderein derNähevon Livingston,Loui-
siana.7 In Italien entstehtdurcheineitalienisch-franz̈osische Kooperation(VIRGO) in
derNähevon PisaeineAnlagemit 3 km Armlänge.Dasin deutsch-britischerZusam-
menarbeitin Ruthebei Hannover gebauteInterferometerGEO600hateineArmlänge
von 600 m und soll nachPlanEnde2001densẗandigenMeßbetriebaufnehmen.Bei
diesemDetektorwerdenzumAusgleichdergeringenArmlängebesondersfortschritt-
liche Interferometer-Techniken verwendet.Er ist in der Lage,Gravitationswellenim
Frequenzbereichvon 50 Hz bis 2kHz nachzuweisen.8 Zu erwähnenist fernerderjapa-
nischeDetektormit 300m Armlänge(TAMA 300),deralsTechnologiestudiefür einen
geplanten3-km-Detektordient. Mit diesenBemühungenrückt der direkteNachweis
von Gravitationswellenin greifbareNähe.9 Für die weiter Zukunft planenESA und

7Das Laser InterferometerGravitational-Wave Observatory (LIGO) wird näherbeschriebenvon A.
Abromovici etal.,Science256, 325(1992).

8NähereEinzelheiten̈uberGEO600findetmanz. B. beiK. Danzmannin C.Lämmerzahletal. (Eds.):
Gyros,Clocks,andInterferometers:TestingRelativistic Gravity in Space,Springer-Verlag,Berlin 2000.

9AusführlicheDarstellungenzumThemaderGravitationswellendetektorenfindetmanz. B. in D. Blair
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NASA denStarteinessatellitengestütztenInterferometersLISA (LaserInterferometer
SpaceAntenna)mit über5 ã 10ö km Armlänge,derzurMessungniederfrequenterGra-
vitationswellen(bis1 kHz) dienensoll.
Zukünftig sollendieseundweiterenochzubauendeInterferometereinweltweitesNetz-
werk ergebenund so die weitestgehendeEntschl̈usselungder in denGravitationswel-
len enthaltenenInformationenermöglichen. Damit öffnet sich ein neuesFensterzur
BeobachtungvonEreignissenin kosmischenSystemen,die aufschnellenBewegungen
großerMassenberuhen.DieseGebietesehrstarker Gravitationsquellensindgewöhn-
lich von einerrelativ dichtenMaterieschicht(Dunkelwolken)umgeben,die elektroma-
gnetischeWellen absorbiert. Von den Ereignissendahinterkönnenwir nur überdie
dasganzeUniversumdurchdringendenGravitationswellenerfahren.Man darf von der
Gravitationswellen-Astronomie erwarten,daßsie wesentlichzur Beantwortungvieler
nochungekl̈arterastrophysikalischerFragenbeitragenundsounsereErkenntnissëuber
dasWeltall erweiternwird.

(Ed.): TheDetectionof GravitationalWaves,CambridgeUniversityPress,Cambridge1991;P.R.Saulson,
Fundamentalsof InterferometricGravitationalWaveDetection,World Scientific,Singapore1994.




