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Vorwort

DasvorliegendeBuch ist ausVorlesungerentstandenglie ich wiederholtan der Uni-

versi@t Frankfurtam Main gehalterhabe. Dieserichtetensich als Erganzungzu den
Kurswrlesungenn TheoretischePhysikan Studierendaler Physik,Astrophysikund

MathematiknachdemVorexamen.Vorkenntnissén SpezielleRelatvitatstheoriever

denalsovorausgesetzt.

DasBuchenttalt denStoff, derin einerzweistindigenVorlesungvahrendeinesSeme-
stersbehandelivurde. Die Darstellungist jedochausfihrlicheralsin der Vorlesung.
Das Buch kann daherauchzum Selbststudiunbenutztwerdenund soll an die spe-
ziellere und ausfihrlichere Fachliteraturheranfihren. Dem begrenztenStoffumfang

entsprechendinddie Ausfuhrungerauf die wesentlicherApsektederrelatiistischen
Gravitationstheoriebeschéankt, sodaRmandasBuch,im Unterschiedzu denumfang-
reicherenMonographienin relativ kurzerZeit lesenkann. Dabeiwird aberauchwie-

derholtdie aktive BeteiligungdesLesersmit Papier und Bleistift gefordert. Anreiz

hierzusollendie auf denText bezogenetybungsaufgabeim AnhangA bieten.

In der Einleitung werdenvorbereitenddie Grenzender SpeziellenRelatvitatstheorie
aufgezeigtund die grundlgendenEigenschaftereiner relativistischenGravitations-
theoriein knapperForm daigelegt. Zur Einstimmungauf die Theoriegetbrenauchdie

Ausfuihrungeniberdie ebensdnteressantavie lehrreichehistorischeEntwicklungder
AllgemeinenRelatvitatstheorign Kapitel 2. Im AnschlufZandie nunfolgendeDiskus-
sionder physikalischerGrundlagerder Gravitationstheoriewird der Bezugzur nicht-

euklidischernGeometriedesRaum-Zeit-kKontinuumsanschaulicterlautert. Nachdieser
verbalenDarleggungdesZusammenhangson Gravitation und Geometriem Riemann-
scherRaumwerdenin Kapitel 4 die zur mathematischeRormulierungder Theorieer

forderlichendifferentialgeometrishen Begriffe eingefihrt. Hierbeidienteals Vorbild

dasin demvorziiglichenBuch,, Space-ime Structuré von Erwin Schiddingerverfolg-

te Konzept,die RiemannschdlalRbestimmungrstspat einzutihren. Ausgehendson

moglichst schwachenAnnahmeniiber die Raum-Zeit-Struktumwerdenalso zurachst
die allgemeinerEigenschaftenlifferenzierbareMannigfltigkeiten diskutiertund der
in derPhysikwichtige Begriff derVektorfeldeqdbzw. Tensorfeldesgrklart. Fihrtman
nun denaffinen Zusammenhangls zusatzliche Strukturein, dannriicken die folgen-
denBegriffe in denVordegrunddesinteressesdie Vektoribertragungdie kovariante
Ableitung,autoparallel&urvensawie derTorsions-undKrimmungstensobDasieun-

ablangigvondermetrischerstruktursind,werdensiehiervor EinfuhrungeinerMetrik

behandeltin diesemallgemeineigefalitenRahmertritt derUnterschiedzwischenrein
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differentialgeometrigen Begriffen und und denspatereingefihrtenphysikalischbe-
deutsamerGrofRenklarer henor. Die Einfuhrungder Metrik als weitere Strukturin
Kapitel5 leitetdanndenUbegangvon der Differentialgeometrieur Gravitationstheo-
rie ein, der in Kapitel 6 mit der Diskussionder physikalischenGrundgesetzén der
RiemannscheRaum-Zeitvollzogenwird. Die Einsteinscherreldgleichungetfolgen
dannin Kapitel 7 nahezwewangshufigauswenigenplausiblenAnnahmerundwerden,
ihrer grundlggendenBedeutungentsprechendauchals EulerLagrange-Gleichunge
auseinemVariationsprinzighegeleitet. Esfolgt in Kapitel 8 die Diskussionderfir die
AnwendungerbesondersvichtigenkugelsymmetrischehtsungderFeldgleichungen,
die dannim Kapitel 9 bei der Uberpiifung der Theorieim Sonnensysterierwendung
findet. In demabschlieRendeKapitel UberGravitationswellenwird ein besonderin-
teressantesndaktuellesProblembehandeltdennesbestehtie berechtigteHoffnung,
daRdie derzeitigerweltweitenBemilhungerin naherZukunft zu einemdirektenNach-
weisvon Gravitationswellenfihrenwerden.

Die Berucksichtigungweitererinteressantelhemenwarenuber den gestelltenRah-
men dieserEinflhrungzu weit hinausggangen. So muf3tees bei der hier subjektv
getrofenen Auswahl bleiben. Hinsichtlich weitererEinzelheiteniiber den Inhalt des
Buchesseiauf daslnhalts\erzeichnishingeviesen.

Fur die Durchsichtder erstenbeidenKapitel und die nutzlichenBemerkungerhierzu
mochteich Herrn ProfessorFriedrich W. Hehl (Ko6In) herzlichdanlen. Ebensodan-
ke ich Herrn Dr. Helmut Rechenbey (Minchen)fur seineaustihrliche Stellungnah-
me zur EntwicklungderAllgemeinenRelativitatstheorieinsbesonderhinsichtlichder
VerbindungzwischerEinsteinundHilbert undihrer unterschiedlicheBeitrageim ent-
scheidendedahr1915. AuBerdenyilt meinbesondereDankHerrnDr. Rudolf Staudt
(Augshurg) fur die geduldigeund sachkundigédHerstellungder fur denDruck fertigen
VorlagedesManuskripts.
VonderAllgemeinenRelatvitatstheoriggehtwegenderengeriVerkripfungvon Physik
und Geometrieein besondereésthetischeReiz aus. Siefasziniertdurchihre logische
Geschlossenheiind Sctbnheit. NebengrundlggendenEinsichtenerdffnet sie einen
weitenBereichinteressanteAnwendungenWennesgelingt, hiernvon einenersterEin-
druckzu vermittelnunddasinteresseandiesemweiterhinwichtigenForschungsgebiet
derPhysikzufordern,dannist einwesentlicheZiel desBucheserreicht. Modgeesviele
Freundegaewinnen.

Oldendorf,im Oktober2000 Ulrich E. Schioder



Kapitel 1

Einleitung

In dieserEinfuhrungin die Allgemeine Relatvitatstheoriegehenwir davon aus,daf}
die Grundtatsacheder SpeziellenRelatvitatstheoriebekanntsind; einschlie3lichder
entsprechendemathematischelethode der Tensoranalysisn Minkowski-Raum.
Beim Studiumder SpeziellerRelatvitatstheoriesollte deutlichgenvordensein,dal3der
NameRelatvitatstheoriekeinegliickliche Bezeichnungiarstellt,sondernrdenwesent-
lichenInhaltderTheoriein ehernegativer Weiseumschreibtin ihrer historischerent-
wicklung wurde mit dem Relatvitatsprinzipder Begriff desabsolutruhenderAthers
zuriickgeviesen.
Die entscheidendAussagalerSpeziellerRelatvitatstheorigst die Invarianz(Kovari-
anz)derNatugesetzgyegerilberdemWechselon InertialsystemegemalldenTrans-
formationender Poincaé-Gruppe.Damitwird gekfrt, in welchemSinnabsoluted.h.
vominertialenBezugssystemanablangige physikalischeAussageriiberhauptoglich
sind. Die mathematisch&trukturder physikalischerGesetzast dadurchin der Form
von Tensogleichungerfestgelgt.
Der Grundfur dasAttribut ,,speziellé und die damit verbundeneEinschéankungist
haufig miRwverstandenworden. Diese Einschankungbesagt,daR die SpezielleRe-
lativitatstheorienur in solchenFallen gilt, in denenkeine Gravitationsefekte auftre-
ten. Die gelayentlichanzutrefende BehauptungdalRdie SpezielleRelatvitatstheorie
nurbei BewegungerohneBeschleunigungefsogenanntéragheitsbeegungen)anzu-
wendensei, ist unzutrefend. Man fuhrt denVierenektor desimpulsesein und kann
die beschleunigtdBewegung einesTeilchensunter der Wirkung einer aul3ererKraft
(Minkowski-Kraft) beschreibenEs seiz. B. andie von der Elektrodynamikher be-
kannteBewegungsgleichunginerLadunge im auRRererelektromagnetischelfeld F},,
erinnert,

‘%" - Z . (1.1)
Hier bezeichnemp,, undu” die Vierenektorendesimpulsesbzw. derGeschwindigkit,
7 die Eigenzeitund ¢ die Lichtgeschwindigkit.
AndererseitzeigtsichderKonflikt desNewtonscherGravitationsgesetzes

B, M
F=-c""

7 G =667 10~ 8cm3g 1572 (1.2)
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mit derSpeziellerRelatvitatstheorién verschiedenéiWeise.DieseRelationist kovari-
antgegeriiberder GruppederraumlichenDrehungendie denAbstandr = (z2 + 2 +
22)1/? invariantlaRt,undgegerilberder Galilei-Transformationt = ¢ , # = 7 — &t.
Diestrifft auchfirr die entsprechend@otentialgleichungu

V() = 4xGo(7) (1.3)

wobei ¢ dasGravitationspotentiakinerMaterieverteilungderDichte p ist. Ausgehend
vonderMasseM alsderim Ursprung(r = 0) gelegenemQuelledesGravitationsfeldes,
fuhrt die Losungder Potentialgleichungd = —GM /r genmal der Definition F =
—mV ¢ auf dasGravitationsgesetf1.2).

In der SpeziellenRelatvitatstheoriewird die grundlegendeSymmetriedurchdie Lo-
rentz-Gruppeeschriebengie s> = ct? — 22 — y? — 22 invariantlaRt. Die Relationen
(1.2)und(1.3) sindjedochnicht kovariantgegeriiberderLorentz-Gruppe.
Physikalischbedeutetlies,daf3in der NewtonscherTheoriedie Lichtgeschwindigkit
keineinvarianteGroReist undihr auchnicht die BedeutungeinerGrenzgeschwindig-
keit zukommt. Die Gravitation wirkt hier instantangd.h. ihre Wirkung breitetsich mit
unendlicheGeschwindigkit aus(Fernwirkungstheorie HatmanzurVermeidunglie-
sesKonflikts dasNewtonscheGravitationsgesetaufzugeberoder moglicherweiseso
zumaodifizieren,dalResmit der SpeziellerRelatvitatstheorievertraglich wird?

Grenzender SpeziellenRelativit atstheorie

Die einfachstespeziell-relatiistische Verallgemeinerungler Poisson-Gleichungl.3)
fuhrtaufdie Wellengleichung

c2 Ot2

undwirdesomitdie Ausbreitungentsprechende3trungender Gravitation mit Licht-
geschwindigkit enthaltenDurcheinensolchenAnsatzentstehemberandereSchwie-
rigkeiten. Mit ¢ als skalaremFeld muf3auchp ein Skalarsein. Andererseiterwartet
man wegen der Aquivalenzvon Masseund Enegie (E = mc?), daRjede Enegie-
dichteebensawvie die Massendicht®uelledesGravitationspotentia seinsollte. Die
Enegiedichteist aberkeineskalareGroRe,sonderrdie Komponente®® desEnegie-
Impuls-Tensors Wollte mannundie zur Enegiedichtedeselektromagnetischestrah-
lungsfeldesaquivalenteMassein der Gleichung(1.4) beiiicksichtigen hatte man auf
derrechtenSeitedie skalareGroReg,,, T*” /¢* fur die MassendichteinzusetzenMan
Uberzeugtsich aberleicht, daf3dieserAusdruck,d.h. die SpurdesEnegie-Impuls-
Tensorsjm Falle deselektromagnetischeStrahlungsfeldedlull emibt. Da die Pho-
tonenkeine Ruhmasséesitzenjst eineandereKopplungdesGravitationsfeldeghier
¢) an das Strahlungsfeldhicht moglich. Das heil3t,in dieserskalarenTheoriekann
ein Lichtstrahldurch dasGravitationsfeldnicht abgelenktwerden. Dies widerspricht
jedochden BeobachtungenAus diesenUberlggungenfolgt, daRin einer relativisti-
schenTheoriedie Gravitationserscheimngennicht durchein skalared-eldbeschrieben
werdenkdnnen.

O¢ = ( Lo 62> ¢ = —4rGo (1.4)



Grenzerder SpeziellerRelativigtstheorie

Somitliegt esnahe bei einemweiterenVersuchstatteinesskalarerFeldesein symme-
trischesTensorfelds,, = ¢,, einzutihren.An die StellederGleichung(1.4)tritt dann
(beiWahlderEichungo, ¢* = 0)

O = —47GT,, (1.5)

wobei T}, denEnegie-Impuls-Ensorbezeichnetln diesertensorielleriTheoriekann
zwar die Lichtablenkundkorrektbeschriebemerdendochfir die Perihelherschiebing
wird ein Wert vorhegesagt,der mit den Beobachtungemm PlanetenMerkur nicht
Uibereinstimmt.AuRerdemstellt sich herausdafR dieserAnsatznicht selbstlonsistent
ist, denneinerseitsvird 9, 7" = 0 gefordertandererseits/arediesaberauszuschlie-
Rent
Abgesehervon diesenSchwieriglkeitenist festzustellendadie Gleichung(1.5) auf
derlinken SeitedenlinearenDifferentialoperatoder Wellengleichungenthalt, die das
NewtonschernGesetaverallgemeinerndeelatvistischeGravitationstheorieabernicht-
linear seinmuR. Um dies zu sehen,sei an die Aquivalenzvon Masseund Enegie
erinnert. Dasvon einer Massewerteilung erzeugteGravitationsfeld besitztdemnach
eine bestimmteEnegiedichte,die einer Massendichtéquvalentist. Diese Massen-
dichte stellt ihrerseitseine Quelle von Gravitation dar und tragt zum Gravitationsfeld
bei. Daherist die relatvistischeGravitationstheoriesine nichtlineareTheorieund die
entsprechendeReldgleichungemissenkomplexer seinals der einfachelineare An-
satz(1.5).
Bei demVersuchdasNewtonscheGravitationsgesetrelativistischzu verallgemeinern,
erweistsichalsoderRahmerderSpeziellerRelatvitatstheoriealszu eng. Dieserkennt
man auchdaran,dal3die Gravitationserscheimgen mit demin der SpeziellenRela-
tivitatstheoriegrundlggendenBegriff desglobaleninertialsystemsurvertraglich sind.
Bei derFormulierungderrelatiistischenMechanikwird dasNewtonscheTragheitsge-
setzbenutztund somitder Begriff desinertialenBezugssystemsingefihrt. In einem
Inertialsystenbewnegt sich ein kraftefreierK drpermit konstanteiGeschwindigkit auf
einerGeradenpderer ruht. Zu einerPrifung desTragheitsgesetzdast demnachein
Probekrper erforderlich,auf denkeine Krafte einwirken. Nun ist eszwar moglich,
Materie gegeruiber der elektromagnetischeWechselirkung abzuschirmengochdie
Wirkung der Gravitation kannprinzipiell global (oderauchnurin gro3ererBereichen)
nicht kompensiertwerden. Wennein Korperfrei fallt, wird die Gravitationswirkung
lokal an diesemOrt aufgehober. Wasjedochnicht kompensieriverdenkann, ist die
Inhomogenit desGravitationsfeldesdie zu einerrelatven Beschleunigundpenach-
barterKorperfuhrt. Soist z.B. von einemLabor ausgesehendasam Nullmeridian
in Greenwichfrei fallt und dort ein Inertialsystendarstellt,ein (iberHamhurg fallen-
desLabornicht beschleunigungsfre Da Hamhurg bei etwa 10° dstlicherLangeliegt,
bildet die Richtungder Erdbeschleunigung in Hamhurg einenWinkel von 10° mit
derjenigenam Nullmeridian. Dies entsprichteinerrelatven Beschleunigunggie zur
Annaherungderbeidenfrei fallendenSystemeihrt.

!Nahereslazufindetmanin Ch.W. Misner, K.S. Thorne,J.A. Wheeler:Gravitation, W.H. Freemar&

Co.,SanFranciscdl973,S.186.
2HieraufberuhtdasPhanomerder Schwerelosiggit in Raumschifen.
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Als weiteresBeispielfur die Wirkung dernichtzukompensierendeimhomogenit des
Gravitationsfeldeskanndie Entstehungler Gezeiterdienen.Bei ihremUmlaufum die
Sonnebefindetsichdie Erdeim Zustandeinerpermanentefreien Fallbevegung. Das
Gravitationsfeldder Sonneist auf den gegeruiberligendenSeitender Erde (der Tag-
undNachtseitehichtgleichstark,wodurchdie SonnengezeiteaufderErdeverursacht
werden.Entsprechendegilt fiir die Mondgezeiten.

Wollte man die Wirkung der Gravitation vermeiden,mii3tendie Experimentedort
stattfindenwo eskein Gravitationsfeld, keine gravitierendeMaterie gibt. Dies ware
aberauspraktischerGriindenkaumzu realisierenund auRerdenauchproblematisch.
SchlieRlichentralt dasUniversumMateriein vielfaltigen Formen,so daR3ihr Einflufd
prinzipiell nicht zu vermeidenseindirfte. So geseherist dasglobalelnertialsystem
der SpeziellenRelatvitatstheorieein sehridealisierterBegriff. Die Experimentever
denaufder Erde,d.h. in der NahegravitierenderMaterie durchgeiihrt, und auchdie
astrophysikalischeBeobachtungeresultiererausVorgangendie sichzwarin grof3en
Entfernungemwon uns,aberdochamEntstehungsorith unmittelbareNahegroRemMas-
sen(Sterne Sternsystemaysw) ereignen.

Lokale Inertialsysteme

In derUmgelungvon Masserkann,wie wir gesehemabenwegenderstetsvorhande-
nenlnhomogeniht desGravitationsfeldesiurlokal einInertialsystenrtealisiertwerden.
So stellt ein Satellit, derim freien Fall die Erde umkreist,nicht rotiert, desserTrieb-
werke abgeschaltesind, in guter Naherungein lokalesInertialsystendar. In diesem
frei fallendenLaborkannfestgestelliverden,ob dasTragheitsgesetdort gilt.

Zur Veranschaulichunder Situationbetrachterwir zwei verschiedemrof3eSatelliten
(ohneEigenrotatiorund ohnezusatzlicheSchubkraft) die in unterschiedlicheEntfer
nung die Erde umkreisen. In dieserSituationist im Schwerpunktder Satellitendie
Gravitationsanziehng entg@engesetzgleich der Zentrifugalkraft. Auf der zur Erde
nahergeleggenenSeitedesSatellitenist die Gravitationsanziehum jedochstarker und
die Zentrifugalkraftschwacher Auf der weiter entferntenSeiteist es geradeumge-
kehrt. Im Fall desgrof3enSatellitenbedeuteties,dalRdie unterhalbdesSchwerpunktes
befindlichenK drperauf die Erdezu, diejenigenoberhalbdesSchwerpunktes entge-
gengesetztarichtungbeschleunigtverden.Der von demgrofl3enSatelliteneingenom-
meneRaumstellt somitinsgesamkein Inertialsystendar Im Unterschieddazukann
die AusdehnungleskleinenSatellitenso bemessesein,dalinnerhalbder erreichba-
ren Mel3genauigkit das Gravitationsfeldals homogenund damit der Satellit als ein
Inertialsystemin dem begrenztenBereichangenommenverdenkann. Da jede Inho-
mogeniétim Prinzip feststellbatist, kannein Bezugssystergenaugenommemur in
einemverschwindendleinenBereich,mathematisclausgedickt in einemPunkt,als
inertial angesehewerden.



Verallgemeinertelragheitsbe/egung

Verallgemeinerte Tragheitsbewegung

Bei Einbeziehungder Gravitation kommt offenbar dem Begriff des Inertialsystems
nicht mehr die ausgezeichnet8tellung zu wie in der SpeziellenRelatvitatstheorie.
NachdenvorigenAusfihrungenwird aberauchdeutlich,daf3in jederTheoriederGra-
vitation lokale Inertialsystemeals Grenzhll zugelassersein sollten. Bei der Formu-
lierung einerrelatiistischenGravitationstheorieder AllgemeinenRelatvitatstheorie,
liegt nunfolgenderGedank alsnitzlicherAusgangspunkiahe deraufAlbert Einstein
zurickgeht.Dadie Gravitationswirkungemichtabgeschirmundsomitdie genmaRdem
Tragheitsgesetdefinierteninertialsystemenur lokal eingefihrt werdenkénnen,gehe
mandavon aus,dalRGravitation und Tragheitnichtgetrenntzu betrachtersind,sondern
im Grundezusammengéiren. Die Wirkungen die beidePhanomeneauf einenKorper
augdiben,sind schlie3lichgleich: die auftretenderKrafte sind in jedemFalle (Gravi-
tationskafte, Inertialkiafte) proportionalzur MassedesKorpers. Dementsprechend
ist essinnvoll, von dem Tragheitsgesetin einerallgemeinenFormulierungauszuge-
hen.Hiernachgibt eseineallgemeineStandardbeegung,undwennein Korperdieser
Standardbeegungfolgt, wirkenkeineKrafte aufihn. In demspeziellenFall einesln-
ertialsystemsst dieseStandardb@egung danndie Bewegung auf einer Geradermit
konstanteiGeschwindigkit. Die Standardbeegung (verallgemeinertdragheitsbe-
wegung)ist hiernachjedeBewegung,die nurdurchTragheitund Gravitation, die beide
allenKorperneigensind,henorgerufenwird, wie z.B. beiderBewegungim freienFall
undbeiderBewegungderErde(im freienFall) um die Sonne.ZusatzlicheKraftesind
dannalsdiejenigenKrafte definiert,die denKérpervon seinerStandardb&egung ab-
bringen.Gravitation und TragheitbildensozusagedenHintergrund,vor demsichalle
UbrigenBewegungenunterdemEinfluR andereiKrafte abspielen.

Eigenschaftender relativistischenGravitationstheorie

Als unaufhebbareBestandteidesGravitationsfeldesewirken seinelnhomogeniiten
einerelative Beschleunigunpenachbartek drper DiesenwesentlicherkEffekt mul3die

zuformulierenderelatiistischeGravitationstheoridbeschreibenBei Vernachhssigung
derrelativen Beschleunigundgd.h. der InhomogeniitendesFeldes)sollte sie in die

SpezielleRelatvitatstheorielibegehen. Sovohl dieseForderungerals auchdie Kon-

zeptionder verallgemeinertekraftefreienBewegungsind in der von Albert Einstein
entwicleltenAllgemeinenRelatvitatstheorigealisiert. DieseTheoriehatfolgendeEi-

genschaften:

1. Sieistrelatiistisch,d.h. sieemgibt lokal, bei moglicherVernachhssigunglerin-
homogenihtenauchin kleinenBereichengdie SpezielleRelatvitatstheoriederen
Glltigkeit experimentellsehrgenauiberpiift ist.

2. Sieemibt in grolRenBereichendort wo schwacheGravitationsfeldervorhanden

®Die Standardbeegungersinddurchaukomplizierteralsdie BewegungeraufeinerGerademit kon-
stantertGeschwindigkit. Siewerdenmathematiscldurchdie Geoditenin einergekiimmtenRaum-Zeit-
Mannigfaltigkeit (einemRiemannscheRaum)beschriebenWir werdenspaterdaraufzuriickkommen.
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sind,in guterNaherunglie NewtonscheGravitationstheoriedie sichbeiderBe-
schreilung der Bewegungenim Sonnensysterbevahrt hat. Die geringenAb-
weichungervon denVoraussageder NewtonschenTheorie,die innerhalbdes
Sonnensystentestzustellersind, besttigendie AllgemeineRelatiitatstheorie.

3. SiebeziehtalsrelatiistischeTheoriejede Form von Enegie in die Gravitation
ein, insbesonderenttélt sie die Wechsealirkung zwischenGravitationsfeldund
elektromagnetischelReldern(Licht). Die NewtonscheTheorieerlaubthingegen
ohneZusatzannahmekeineAussageruberdasVerhaltervon Licht im Gravita-
tionsfeld.

Bei der FormulierungdieserTheorieist eine allgemeinergund kompliziertere)ma-
thematischeMethodeeinzufihrenals die in der Mechanikund Elektrodynamikver
wendeteVektoranalysism Minkowski-Raum. Dieswird am Beispielder beidenErd-
satellitendeutlich. Wennsie in ungleichenAbstandendie Erde umkreisenhabensie
verschieden&mlaufperioderund sind gegenseitigbeschleunigt.Das bedeutetauch
wenn sie zeitweilig nahegenugbeieinandersind, kdnnenwir die beiden Satelliten
nicht zu einemeinzigenzusammerifgenund somit auchnicht erwarten,dal3es eine
Lorentz-Transformatiorgibt, die ihre lokalenInertialsysteméneinandeiiberiihrt. Da
die Lorentz-Transformationdieja linearist, hier nichtin Betrachtkommt,wird die Re-
lation zwischenden Inertialsystemendie be4iglich verschiedeneRaum-Zeit-Punkte
definiertsind,allgemeineilsein linearerZusammenhangl.h. nichtlinearsein,wie es
auchaufgrundderrelativen Beschleunigungler Systemezu erwartenist. DieseRelati-
onwird durchdie einzigehierin FragekommenddJrsachebestimmt,durchdie Mas-
serverteilung,in derenGravitationsfelddie Inertialsystemesich bewvegen. In unserem
Beispielstellt die Erde die Massemerteilungdar und die sie umkreisendersatelliten
die InertialsystemeBeim VersucheinerglobalenBeschreibng desGravitationsfeldes
muf mandemnachbereitsein, nichtlineareKoordinatentransformatien zuzulassen,
d.h. auchallgemeinekrummlinige Koordinateneinzufihren, die nicht global in die
geradlinigerKoordinaterdesMinkowski-Raumesgibegefuhrt werdenkénnen.

Gravitation und Geometrie

Man erkennthier die Verhaltnissewieder wie siein gekiimmtenRaumenanzutrefen
sind. Dennauchhier ist esnicht moglich, global ein starreseuklidischesKoordina-
tensysteneinzuiihren. Sowirdenz.B. im Fall der OberficheeinerKugeldie Koor
dinatenlinienausdenRaumen(d.h. der Kugeloberfhiche)herausragenZum besseren
Verstndnisist esnitzlich, denVemleich mit einergekiimmtenFlacheweiter zu ver-
folgen. In kleinenBereichendie durch Flachenelementdaigestelltwerden,gilt auf
einergekiimmtenFlachein guterNaherunglie Geometrieder Ebened.h. desflachen
Raumes. Die Flachenelementtassensich abernicht zu einer grolienEbeneverei-
nen,sonderrsteherin komplizierterRelationzueinanderdie durchdie Krummungder
Flachebestimmtwird. Die Krummungder FlacheentsprichtalsogeradedemEinflul3
derMassen derAllgemeinenRelatvitatstheoriaunddie Flachenelementeeprasentie-
rendie Inertialsysteme.



Stellunginnerhalbder Physik

DieserVemleichist durchausron groRereBedeutungals eszurachsterscheinemag.
In der AllgemeinenRelatvitatstheoriewird die Wirkung der Gravitation eine Eigen-
schaftdesgekiimmtenRaum-Zeit-kKontinuumsunddamitgeometrisiertMan bezeich-
netdie EinsteinscheGravitationstheoriedaherzutrefend auchals Geometrodynamik.
Die geometrisché&trukturder Raum-ZeitentsprichtdereinesRiemannscheRaumes.
SeineMetrik g, (z), die dasGravitationsfeldrepasentiert,wird durch die Massen-
und Enepgieverteilungbestimmt. Die kraftefreieBewegungder Massenm Gravitati-
onsfelderfolgt dannauf Geoditenin der genaiR der Materie gekiimmtenRaum-Zeit
(Standardbsegung). Aus mathematischesicht stellendie vorhererwahntenlokalen
Inertialsystemalie ebenenTangentialiumedesRiemannscheiRaumesn denjewei-
ligen Punktendar. Die Anwendungder Lorentz-Tansformationist auf dieseRaume
beschankt, wahrendim allgemeinenFall nichtlineareTransformationererforderlich
sind. In der AllgemeinenRelatvitatstheoriesind Tragheit,Metrik und Gravitation ver
einigt. Raumund Zeit haberkeineunablangigeund damitabsoluteExistenz,sondern
sindaufsengsteverknipft mit denmateriellenObjekten die denRaumerfullen.

Stellunginnerhalb der Physik

Hiernachist esverstindlich, dal3die Formulierungder AllgemeinenRelatvitatstheo-
rie von einerentwickelten Mathematikgekiiimmter d.h. nichteuklidischeiRaumeab-
hangigwar. Die hier anzuwendendeMethodensind durchausverschiedervon der
Tensoranalysigm Minkowski-Raum,die in der SpeziellenRelatvitatstheorie pbei der
FormulierungderElektrodynamikundanderefFeldtheorierbenutztwird. Sokonntees
dazukommen,dal3die AllgemeineRelatvitatstheorienachihrer Entstehungurachst
fur mehrereJahrzehnteon denandererGebieterder Physiketwas separierwvar. Ein
weitererGrundhierfur liegt sicherauchin demzeitweiligfehlenderfortschrittbeiihrer
AnwendungundexperimentellerPrifung.

In neuereZeit hatsichdieseSituationjedochvollig verandert sodalRdie Gravitations-
theoriemit ihren Anwendungerheuteein besondersnteressanteand aktuellesFor-
schungsgebidghnerhalbder Physikdarstellt. Zu dieserEntwicklunghabendie verfei-
nertenTechnilen bei PrazisionsgperimentenMoRbaueiEffekt, RadafTechnik,etc.),
derEinsatzvon Raumsonde(Satelliten) sovie neueastrophysikalischEntdeckungen
(NeutronensterneRulsare,Quasarebeigetragen.Aul3erdembildet die Einsteinsche
GravitationstheoriedenRahmenfur die Formulierungrelatiistischerkosmologischer
Modelle. Auf diesemGebiethabensichin neuererZeit interessant&usammenénge
mit den Erkenntnissenn der Physikder Elementarteilchemrgeben. Diesesymbioti-
scheBeziehungweierscheinbagetrenntefGebieteeroffnet neueunervarteteEinsich-
ten und dirfte auchfir die weitereEntwicklung unsereorstellungiber die Entste-
hungder,Welt im Grofl3efi undihre Beschafienheit,im Kleinerf von gro3erBedeu-
tungsein.

Die fundamentaletWechselirkungender Elementarteilchemverdendurch Eichfeld-
theorienbeschriebendie in ihrer StrukturgroReformale Ahnlichkeitenmit der Allge-
meinenRelatvitatstheoriehabengd.h. letzterekannauchals Eichfeldtheorigformuliert
werden.Von besondereninteressean deraktuellenForschungsindderzeitdie Bestre-
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bungen,alle fundamentaletWechsealirkungenunter Einbeziehungler Gravitation in
einervereinheitlichtenTheoriezusammenzuafssen.Die dabeiauftretendd-ragenach
derQuantisierunglesGravitationsfeldesmit Gravitonenalsdementsprechendereld-
quant(Spin2), fuhrtauf Problemedie nochzuldsensind.



Kapitel 2

Zur historischenEntwicklung der
AllgemeinenRelativitatstheorie

Die Zeit um 1905war reif fur die Aufstellung der SpeziellenRelatvitatstheorie.So
konnteAlbert Einstein(1879-1955Yie damitzusammendingenderiProblemen seiner
berihmtenArbeit ,Zur Elektrodynamikbewegter Korpet (Ann. d. Physik17, 891
(1905))I6sen.Man darf zur Situationum dasJahr1905zusammerdgssendeststellen:
Den Anfangder SpeziellerRelatvitatstheoriemachteH.A. Lorentz (1853-1928) die
physikalischeGrundlageund denphysikalischerGehaltzeigteA. Einstein,die mathe-
matischeStrukturist bei H. Poincaé (1854-1912)am klarsten. Dagegenist die All-
gemeineRelatvitatstheorie wie wohl keine anderegroR3ephysikalischeTheorie,das
Werk eineseinzelnerMenschen.

EinsteinsWegzur AllgemeinenRelativitatstheorie

DerWeg zur AllgemeinenRelatvitatstheorievar schwierigund bedurfteder Anstren-
gungervieler Jahre.DenArbeitenAlbert EinsteinsausjenenJahrerist zu entnehmen,
wie mihsamdie Allgemeine Relatvitatstheorie fir die esnur ganzwenigeIndizien
gab, herausgearbeitaterdenmufite. Einsteinwar sich der Grenzender von ihm for-
muliertenSpeziellerRelatvitatstheoriedurchaudbenut. Die folgenderMangeldieser
Theoriewarenzu tiberwindenDie BeschankungaufInertialsystemeindaufdie damit
verbundenerGalilei-Koordinatensowie die Nichteinbeziehungler Gravitation.
Warumsollte irgendeinBezugssystentasinertialsystender SpeziellenRelatvitats-
theorie,vor anderen(beliebigen)Bezugssystemeausgezeichnetein? Die Natuige-
setzesollen sich so formulierenlassen,dal3sie in allen Bezugssystemegelten, un-
abrangig vom Bewegungszustandier Bezugssysteme Es mii3te moglich sein, die
Gruppeder gleichmalig gegeneinandebewnegten Bezugssystemauf die Gruppeal-
ler moglichenBezugssystemeu erweitern.DiesesZiel, dasEinsteinsichselbststellte,
nannteerdas,allgemeineRelativitatsprinzif). Erwuf3tezurachstnicht, wie diesesPro-
blem zu l6senwar und wie die Losungaushllenwiirde. Der Durchbruchzur Losung
gelangerst1915. An diesesPrinzip kniipft die historischeBezeichnung,Allgemeine
Relativitatstheorie an. DemInhaltnachist die Einsteinsch& heorieeinerelatiistische
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Theorieder Gravitation, in derdie Gravitationsquellerdie GeometriedesRaum-Zeit-
Kontinuumsbestimmen.Daherwaredie Bezeichnung Geometrodynamik durchaus
zutrefender

DasKonzeptallgemeiner(d.h. beschleunigtedBezugssystemist im Ansatzbereitsim
letztenTeil einerlangerermArbeit ausdemJahrel907 enthaltenjn der Einsteineinen
systematischebberblick iiberdie SpezielleRelatvitatstheoriegibt! In dieserArbeit
fuhrt er auchdassogenannteAquivalenzprinzip ein. Hiernachkannman physika-
lisch nichtunterscheideawischenBezugssystemeuje sichin einemhomogenemund
statioraren Gravitationsfeldbefindenund solchenohne Gravitation, abermit entspre-
chender(d.h. hinsichtlich Starke und Richtung) konstanterBeschleunigung.Durch
dieseHypothesawird klar, warumtrageundschwereMasseunterallenUmstndenzu-
einandemproportionalseinmiissen.Entsprechenist die Aquivalenzvon Enegie und
tragerMasse(F = mc?) aufdie schwereMassezu verallgemeinern.
EinsteinnanntedasAquivalenzprinzip,dengliicklichstenGedanken meinesLebens.
Dies auRerteer in einer Arbeit 192, die fur die Zeitschrift Nature bestimmtwar,
wegen UberngejedochdurcheinekiirzereVersionersetztwerdenmufRte> DasMa-
nuskriptin derurspiinglichenFassunglieb jedocherhaltenundist eineinteressantes
Dokument,in demder Autor nicht nur seineGedankn darlegt, sondernauchseine
Empfindungemitteilt.*

Die Gleichheitvon tragerund schweremMasse auf der dasAquivalenzprinzipberuht,
war im Rahmender NewtonscherMechanikeineempirischeTatsachedie im Hinter-
grundblieb undalszufallig angesehewurde. Aber Einsteinerkanntedarinein grund-
legenderinizip derNaturundfordertefiir dasvon ihm formulierteAquivalenzprinzip
universelleGultigkeit.

Mit Hilfe desAquivalenzprinzipskonnteEinsteindenEinfluBderGravitation aufphysi-
kalischePranomenermitteln,dennhiernachbrauchtenannur dasbetrefendePhano-
menvon einembeschleunigteBezugssysterauszu betrachtenEr erhieltsobereitsin
derArbeit von 1907dasErgebnis,dalUhrenin starlen Gravitationsfeldernangsamer
gehenalsin der Umgelung von schwacherernGravitationsfeldern.Dies mul3 zu einer
Rotwerschiebngdesim Gravitationsfeldder SonneaufsteigendeSonnenlicht$tihren.
Auch werdenLichtstrahlen,die nahean der SonnevorbeigehendurchdasGravitati-
onsfeldder Sonneabgelenk®.

In denfolgendendreieinhalbJahrerschweigtEinsteinzum Themader Gravitation, ob-
wohl er Arbeiten Uber Themender SpeziellenRelatvitatstheorieund vor allem Uiber

!A. Einstein: Uber dasRelatwitatsprinzipund die ausdemselbemyezogenerrolgerungenJahrb d.
Radioaktvitatu. Elektronik4, 411(1907).

2A. Einstein: Grundgedanén und Methodender Relatvitatstheorign ihrer Entwicklung damgestellt,
1920. Esist zu erwarten, dalR diesesbisherunverdffentlichte Manuskriptnoch publiziert wird in , The
CollectedPapersof Albert Einsteiri, Princetonl987ff..

3A. Einstein:A brief outline of the developmentof thetheoryof relativity, Nature106, 782 (1921).

“WeiteresehraufschluRreichéuRerungerEinsteinsiiberseineldeenbei der Entwicklungder Relati-
vitatstheoridindet manin seinemin der Universitt von Kyoto, Japan 1922 gehaltenen/ortrag,dessen
Mitschrift von Y.A. Onoins Englischelibertragemwurde: How | createdhe Theoryof Relatvity, Physics
Today August1982,S.45.

®HinsichtlichnahereiEinzelheiterhierzusieheAbschnitt9.3.
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guantenmechanischiroblemeder Strahlungpubliziert. Offenbarstandfiir Einsteinin
dieserZeit (1908-1911nicht die Gravitation, sonderndie Quantentheoriém Vorder
grund desinteresses.Dies ist insbesonderausseinenBriefen zu enthehmengdie er
damalsanseineFreundeundanderePhysiler geschriebemat®

Das Themader Gravitation wird von Einstein1911 wieder aufgenommerdurch die
Arbeit ,Uber den EinfluR der Schwerkraftauf die AusbreitungdesLichtes (Ann. d.
Physik35, 898-908(1911)). DieseFragehatteer schon1907behandelundkehrtnun
dazuunterallgemeinerenGesichtspunkturiick. NachdemAquivalenzprinzigsinddie
beidenfolgendenSituationeraquialent:

e homogenesSravitationsfeld,Beobachtem Ruhe;

¢ kein Gravitationsfeld,Beobachtem Bewegungmit konstanteBeschleunigung.

WenndasAquivalenzprinzipuniverselleGilltigkeit hat, dannsind trageund schwere
MassenotwendigerweisgleichundsomitgemaRE = mc? auchdie trageund schwe-
re Enegie. In dieserArbeit wird die Rotverschiebing und die Ablenkungvon Licht
im Gravitationsfelddiskutiert. Die Lichtablenkungkam hier, wie sich spater zeigte,
zurachstmit einemum denFaktorzwei zu kleinenWert heraus.

In denfolgendenJahrererscheinteine Reihevon Arbeiten Einsteinszur Gravitation.
Siesindein beredteZeugnisseinerintensven Bemilhungeniberauftretendeschwie-
rigkeitenund Irrtimerhinweg endlichKlarheit zu gevinnen. DenlogischenAbschlul3
seinerTheorie konnte Einsteinschliel3licham 25. November1915in einer Sitzung
der Preul3ischerikademieder WissenschaftenderenMitglied er seit 1913 war, in
Berlin prasentieren.Die nur drei Seitenumfassendeéirbeit enthalt die richtige Form
der EinsteinscherGravitationstheori€. In seinerspaterenPublikation, Die Grundla-
ge der allgemeinerRelatvitatstheorie (Ann. d. Physik49, 769-822(1916)%, wird
dasGesamtgefudeder AllgemeinenRelatvitatstheoridn zusammerdssendeWeise
dagestellt. Man kannsie als denHohepunktdesEinsteinscheiWerkes ansehenWie
Einsteinbekannhat,ist er,,nachlangenirrwegerf zurenddiltigenFormulierungseiner
Gravitationstheoriggelangt.

JahrespatererinnerteEinsteinin einemVortraguberdie Entstehungler Allgemeinen
Relatvitatstheoriean die voranggangeneZeit mihevoller Arbeit: ,Im Lichte bereits
erlangterErkenntniserscheintdasglicklich Erreichtefastwie selbsterstindlich, und
jederintelligenteStudenterfallitesohnezu groReMiihe. Aber dasahnungswelle Jahre
wahrendeSuchenim Dunkeln mit seinergespannteisehnsuchtseinerAbwechslung
von Zuversichtund Ermattungund seinemendlichenDurchbrecherzur Wahrheit,das
kenntnur, wer esselbererlebthat* ®

5NahereEinzelheitendazufindet manin demhenorragenderBuchvon A. Pais: ,Rafiniert ist der
Hermott... " : Albert Einstein- Einewissenschatftlich®iographie Friedr. Vieweg & Sohn,Braunschweig
1986.

A. Einstein,SitzungsberPreussAkad. Wiss.ll,1915,S.844.

8Abgedrucktin dem SammelbandDas Relatvitatsprinzip,1913, NeudruckWissenschaftlich®uch-
gesellschaftbarmstadtl958.

9Zitat aus:A. Einstein,Mein Weltbild (Hrsg. C. Seelig),FrankfurtM. (Ullstein BuchNr. 65),S.138.
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Entwicklung der Differ entialgeometrie

Eine grol3eHilfe bei der BewaltigungmathematischelProblemewar fir Einsteinsein
FreundMarcelGroRmanr{1878-1936)derihn aufdie MethodederDifferentialgeome-
trie aufmerksamnmachteundihn darineinfiihrte. Die AnfangederDifferentialgeometrie
gehenauf Carl FriedrichGauf3(1777-1855)uriick, derauchdie Gultigkeit der eukli-
dischenGeometrigiir denrealenphysikalischerRaumanzweifelte Er entwickelte die
TheoriegekiimmterzweidimensionaleFlachenwobeidasKrimmungsma@urchdie
innerenEigenschaftemer Flacheausgedickt wird. GauBwar auchder erste,derer
kannthatte,daReseinenichteuklidischeGeometriegibt, bei der dasParallelenaxiom
von Euklid nicht mehrgilt. Aber unablangig voneinandehattenauchJanosBolyai
(1802-1860)und Nicolai Lobatscheski (1792-1856)die nichteuklidische(hyperbo-
lische) Geometrieentwiclkelt. Die Entdeckungder nichteuklidischerGeometriestellt
einenbedeutendeklVendepunkin derWissenschaftsgesichte dar, denndamitwurde
klar, dal3seitensder Logik und Mathematikallein nicht zu entscheidenvar, von wel-
cherArt die GeometriadesrealenphysikalischerRaumesst. DasProblemderwahren
Geometrigkonnteoffenbarnur durchexperimentelleErfahrunggeldostwerden.
AusgehendrionderGaulRscheRlachentheoribatBernhardRiemann(1826-1866)ie-
seLehrefur Raumemit beliebigerDimensionszaherallgemeinerunddamitauchdie
Grundlagefir die Geometrieder vierdimensionalefRaum-Zeitgeschaen. Er unter
suchteMannigfaltigkeiten, in denendie Abstandedurch die MaRbestimmungls? =
9w (z)dz*dz definiertsind. In seinemberiihmtenHabilitationswrtrag,, Uber die Hy-
pothesenwelcheder Geometriezugrunddiegerf auRerteRiemannbereits1854° die
Vermutungdal3dasmetrischa=eld nicht ein fur allemalstarrgegebenist, sonderrnvon
derVerteilungderMaterieabrangtund mit ihr sichandert.Damit hatteRiemanneinen
zentralenGedanknin EinsteinsGravitationstheorie/orweg geaullert.

Mit einemprojektiven Modell fur die nichteuklidischeGeometriekonnteFelix Klein
(1849-1925)die Widerspruchsfreitie dieserGeometrieauf die Widerspruchsfreihei
derprojektven Geometriezuriickflihren.Damit war die Existenzberechtigunderneu-
en Geometrieerwiesen,und dasneueDenken Uiber die Geometriewurde schlief3lich
Allgemeingutder Forschung. In seinemberihmt gavordenen,ErlangerProgramrh
formulierte Klein 1872 einen einheitlichenStandpunktfiir den Aufbau verschiede-
ner geometrischeSysteme. Beim weiterentechnischermAusbauder Riemannschen
Geometriefiihrte E. Christofel (1829-1900)Ausdiiicke der ,kovariantenDifferentia-
tior* ein. Die systematisch&ormulierungdes, absoluterDifferentialkalkils' wurde
schlieRlichvon denitalienischenviathematilern Gregorio Ricci (1853-1925und Tul-
lio Levi-Civita (1873-1941)ausgearbeitét

Der bedeutend®hysiler und PhysiologeHermannvon Helmholtz (1821-1894 hatin
seinerSchrift ,Uber die Tatsachengie der Geometriezum Grundeliegert physikali-
scheAspektein denVordegrund gestellt. Gehtmanvon der anschaulichwahrnehm-

Opgstumverdffentlichtin Nachr Ges. Wiss. Gottingen13, 133(1868),s. auchB. Riemann,Gesam-
melteWerke, TeubnerLeipzig 1892,S.272.

HEinezusammerdssend®arstellunghrer Ergebnissevurde1901vemffentlicht: Math. Ann. 54, 125
(1901).
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barenfreien Beweglichkeit ausgedehntestarrerk drperaus,dannsind, wie Helmholtz
gezeigthat, nur Raumemit konstanteKrimmungK zugelassenyobeiderWert von

K experimentellzu bestimmerist. Dadurchwird die herausgehoberi@edeutungder

Theorieder euklidischenGeometrig( K = 0) verstndlich. Fur die weitereEntwick-

lung hat sich jedochdie AnnahmeausgedehntestarrerKdrperals zu einschankend

erwiesen.Riemanndagegen gehtbei seinerVerallgemeinerungler Geometriedavon

aus,dalRAbstndenur fur infinitesimalbenachbart®unkteerklart sind. Zu Riemanns
Vorstellungenbekanntesich der GeometetW.K. Clifford (1845-1879),der ebenélls

in RiemannsBegriff des Raumesdie Moglichkeit einer Verbindungvon Geometrie
und Physiksah. Nach seinenSpekulationerkdnnenleichte zeitliche Variationender

Krimmungwirkungenhenorrufen,die sichwie eineKrauselungaufdemRaumin der

Art einerWelle fortpflanzenund als Bewegungder Materiedeutenassen.

Wichtige Beitragevon Mink owski und Hilbert

Dieseund andere(spekulatie) Ideen,so brillant und originell sie auchgevesensein
mogen warenoffensichtlichverfriiht. Esfehltezu derZeit die VorstellungeinerRaum-
Zeit-Mannig#tltigkeit, die fur die mathematisch&ormulierungder AllgemeinenRela-
tivitatstheoriewvesentlichist. ErstnachdemVerstindnisder Elektrodynamikim Rah-
mender SpeziellerRelatvitatstheorievurdedie grundlegendeldeeder vierdimensio-
nalenRaum-ZeitdenPhysilern nachund nachvertraut. Die vierdimensionalé-ormu-
lierung der SpeziellenRelatvitatstheoriedurchHermannMinkowski (1864-1909)ist
auchvon Einsteinselbstzurachstals rein formal (,zu viel Mathematik) angesehen
worden.Spaterhater wiederholtbetontwie hilfreich, ja unentbehrlichdiesemwichtige
BeitragMinkowskis fur die Entwicklungder AllgemeinenRelatvitatstheoriegenvesen
ist.

Albert Einsteinmuftedie mathematisch&lethodeder Differentialgeometrierstler-
nen, demin GottingenlehrendenMathematiler David Hilbert (1862-1943)war sie
gelufig. Sowird verstindlich,dal3Hilbert, deranphysikalischerrragestellungesehr
interessiertvar, einenwichtigenBeitragzur Gravitationstheorién derletztenPhaseh-
rer Entwicklungleistenkonnte.In seinemVortrag(vom 20. Nov. 1915)in derGottinger
Akademieliberdie ,GrundlagerderPhysiK teilte er dasErgebnisseineBenmihungen
mit, einevon Gusta Mie (1867-1957Vorgeschlagenelektrodynamisch&eldtheorie
der Materie und die sich entwickelnde EinsteinscheGravitationstheoriezu einer ein-
heitlichenFeldtheorieder Materie zu verbinden. Er ging dabeivon einigenAxiomen
aus.Hierzugelorte die FormulierungeinesHamiltonscherVariationsprinzipsgasdie
allgemeineKovarianzbeltiicksichtigteund ausdemdie beidenGrundgleichungssyes-
me der einheitlichenTheoriein einfacherWeisefolgen. DieserWeg zur Herleitung
der Feldgleichungenvar fur den Mathematiler Hilbert evident. In seinererstenMit-
teilunghatHilbert die Feldgleichungemer Gravitation nochnicht explizit anggeben,
sondernin einerspaterenkorrigiertenFassung.Obwohl Hilbert die Mitteilung am 20.
Novemberfunf Tagefrihervorgetragerhatteals EinsteinseineArbeit Giberdie Feld-
gleichungerder Gravitation, hatesnebeneinervoribegehenden/erstimmungkeinen
Prioritatenstreitzwischenden Autoren gegeben. Hilbert war zu seinerEinbeziehung
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der AnsatzeEinsteinszur Gravitationstheoriein deneigenensystematische&ntwurf
Uberdie Grundlagerder PhysikdurchVerbffentlichungerEinsteinssavie dessen/or-

tragein Gottingenim Sommerl915angergt wordenund hat die Prioritat Einsteins
nichtin Fragegestellt!? SeineFormulierungdesHamiltonscheariationsprinzipgur
Herleitungder Feldgleichungerbleibt ein wichtiger Beitrag zur AllgemeinenRelati-
vitatstheorie.

Weitere Entwicklung bis 1930

Nachdem Standder TheorieEnde1915werdendrei relatvistischeEffekte vorhege-
sagt,die UberdenRahmerderNewtonscherTheoriehinausgehen:

1. Die Rotwerschiebing der Spektrallinienm Gravitationsfeld.

2. Die Lichtablenkungam Sonnenrandjie nundoppeltsogrofherauskmmtalsin
denfriherenRechnungen.

3. DasVorriickendesPerihelgdesPlaneteriMerkurum43 Bogensekundepro Jahr
hundertderWert, derspaterdurchBeobachtungebesttigt werdenkonnte.

Die historischeEntwicklungder AllgemeinenRelatvitatstheoriesoll hier nicht weiter
in ihrenEinzelheitenverfolgtwerden Wir deutemur einigeherausragendergebnisse
bis zum Jahr1930an. Der AstronomKarl Schwarzschild(1873-1916¥and 1916die
spater nachihm benannteersteexakte Losungder Feldgleichungendie dasGravita-
tionsfeldim AuRenrauneinerkugelsymmetrischeMassererteilungbeschreibt.Die
Schwarzschild-lbsungstelltdamit,250JahrenachNewton, die Verallgemeinerunges
NewtonscherGravitationsgesetzeld 666)fur die Planetenbgegungim Sonnensystem
dar

Bald nachAbschlul3seinerTheoriearbeiteteEinsteinzwei Anwendungerler Feldglei-
chungerausunderdffnetedamitneueForschungsgebietdje nochheutevon aktueller
Bedeutungindundauchin Zukunftvon Interesseseinwerden.Bereits1916konnteer
mit Hilfe derFeldgleichungeulie Existenzunddie wichtigstenEigenschafteron Gra-
vitationswellendie sichmit Lichtgeschwindigkit ausbreitenyorhersagenzwei Jahre
spater gelangihm die Herleitungder beiiihmtenQuadrupolformefur die Enegieab-
strahlungdurchGravitationswellendie von relatv zueinandebeschleunigteMassen
ausgehen.

2Hilbert sagteeinmal ,JederStraenjungén unseremmathematischeottingenverstehtmehrvon
vierdimensionaletGeometrieals Einstein. Aber trotzdemhat Einsteindie Sachegemachtund nicht die
groRBerMathematiler” ,UndwissenSi¢', fragteHilbertin einerGesellschafton Mathematilern,,,warum
EinsteindasOriginellsteund TiefsteiberRaumundZeit gesaghat,dasin dieserZeit gesagtvurde?Weil
erwederdie Philosophienochdie Mathematikvon Zeit undRaumgelernthat® Zitiert nachPhilipp Frank:
Albert Einstein. SeinLebenund seineZeit.,Friedr Vieweg & Sohn,Braunschweigl979,S. 335. Eine
objektive Darstellungder damaligenSituationund der BeziehungzwischenEinsteinund Hilbert findet
manin A. Pais,l.c., S.261ff..



Weitere Entwidlungbis 1930 15

EinsteinsArbeit ausdemJahr1917,KosmologischeBetrachtungerzur Allgemeinen
Relatvitatstheorie!® offnete den Weg zu der sich danachentwickelndenrelatiisti-
schenKosmologie. Dem damaligenStandder Kenntnissaund Vorstellungerentspre-
chend,ist dasvon EinsteinentworfenekosmologischeModell statisch.Es hatjedoch
eine endlicheAusdehnungund ist unbegrenzt, analogz.B. der Kugeloberfache,die
keine Grenzen,aberdennocheinenendlichenFlacheninhalthat. Um eine statische
LosungderFeldgleichungetbei gleichmaRigerVerteilungder Materiezu erhalten hat
Einsteinin die Feldgleichungemlie kosmologisch&onstanteeingefihrt. DieserTerm
entsprichtbei positvem VorzeicherderKonstantereinerallgemeinembstoRung Die
durchdie Gravitation bedingteKontraktionder Materiewird so kompensiertund die
Losungwird statisch.

Den entscheidendeRortschrittin der weiterenEntwicklung der relativistischenKos-
mologie erzieltedann1922 AlexanderFriedmann(1888-1925). Unter der Annahme
einerisotropen,homogenerMaterieverteilungfand er, daR3die urspkinglichenFeld-
gleichungerhnedaskosmologischeslied zeitablngigelL dsungerzulassendie ei-
nemexpandierenderfbzw. sich zusammenziehendelyeltall entsprecheff Dieses
Modell eineszeitlich sich entwickelndenWeltalls fand ersteinige Jahrespater Aner-
kennungnhachdenEdwin P. Hubble (1889-1953)m Jahr1929seinebahnbrechenden
Ergebnissdiberdie Fluchtbevegungender Galaxienverdffentlicht hatte. Dieseund
weitereErkenntnissédnabenzu neuenkosmlogischemodellengefihrt undschlief3lich
zu demheutefavorisiertenStandardmodeliesnachdemUrknall (d.h. nachderquan-
tengraitativen Ara) expandierendetUniversums.

Die entscheidendPriifung erfuhrdie AllgemeineRelatvitatstheoriebei denaniflich
einerSonnnenfinsternis919von derRoyal AstronomicalSocietyunternommenekx-
peditionemachSobral(Brasilien)undzudervor Afrika im Golf von Guineagelegenen
Insel Principe. Die vorhegesagteAblenkungdesvon Fixsternenausgesandtemlicht
am Randder verdunlelten Sonnevorbeigehendehichts, konntein richtiger GroR3en-
ordnunggemessemerden. Nach diesemspektakuiren Testwurde die Allgemeine
Relatvitatstheorieanerkanntind Albert Einsteinwurdeweltweit beiiihmt.

Ba, Einstein,Sitzungsber Preuss.Akad. Wiss. 1917,S. 142; Abdruckin ,DasRelatvitatsprinzip,
l.c..
YA, FriedmannZ. Phys.10, 377(1922);21, 326 (1924).



Kapitel 6

Die Grundgesetzeder Physik in
gekrimmter Raum-Zeit

In diesemKapitel wendenwir uns der Fragezu, wie mandie im Minkowski-Raum
formuliertenGrundgesetzauf die Verhaltnisseder RiemannscheiRaum-Zeitverall-

gemeinerrund damitdie Schwerkraftin die relatvistischeTheorieeinbezieherkann.

Aufgrund desAquivalenzprinzipsund der damit vertundenereinfachenWirkung des
Gravitationsfeldesdarf man erwarten,dafRdie neu zu formulierendenphysikalischen
GesetzalenbekannterGesetzenm Minkowski-Raumin der Form durchausahnlich

sind.

6.1 Der Ubergangvon der Differ entialgeometrie
zur Gravitation

Wir fasserdie wesentlicherForderungengie bei der Formulierungder Gravitations-
theoriezu stellensind, nochmalszusammenDie Raum-Zeit,d.h. die Mengeder Er-

eignispunktejst einevierdimensionalalifferenzierbaréannigfaltigkeit. Die aufihr

definierteMetrik bestimmtdie raumlichenEntfernungerund Zeitintenalle.

Durch geeigneteVahl der Koordinatenist es mdglich, die Metrik in einembeliebi-
gen Ereignispunktauf die Minkowski-Form 7, = diag(+1,-1,—-1,—1) zu brin-

gen! AuRerdemsind die beidenfolgendenForderungereu erfilllen. Zunachstmuf
manbeschreibenyie die physikalischerObjekte(Korper elektromagnetischEelder

usw) sichin dergekiimmtenRaum-Zeitverhalterundauf3erdenangeberkdnnenwie

die Krimmungdurchdie Enegie-Massewverteilung dervorhandene®bjektebestimmt
wird. Dies entsprichtder Aufstellungder Bewegungsgleichungesowie der Feldglei-
chungender Theorie. Wir fragenzurachstnur danachwie einevorgegebeneMetrik

die physikalischerDbjekte,d.h. Teilchen(Mechanik)oderFelder(Elektrodynamik),

!Bei der Diskussionn-dimensionaleMannigfltigkeiten haberwir bisherlateinischeBuchstaberals
Indizesverwendet.Von nun an sollendie in den Tangentialaumender 4-dimensionalerRaum-Zeitde-
finiertenTensorerdurchgriechischeBuchstaben, v, ... gelkennzeichnetverden,die von O bis 3 laufen.
Dageyendurchlauferdie lateinischerBuchstabenn, n, ... nurdie Werte1,2,3und sinddamitalsIndizes
derraumlicherKomponenterzu verstehen.
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beeinflu3t.In Inertialsystemererfolgt die freie BewegunglangsGeraden.Diesesind
in dergekiimmtenRaum-ZeitdurchGeoditenzu ersetzenWir konnendemnachden
EinfluB der Metrik auf massie KorperdurchfolgendeAussageeschreibenln einem
Gravitationsfeld, frei fallendé TeilchenbewegensichlangszeitartigerGeodaten.Frei
fallend bedeutethier bei AbwesenheitandererKrafte. Hierfur habenwir friiherden
Begriff Standardbe&egungeingefihrt.

Wie aberwerdenz.B. elektromagnetischielderdurchdie Metrik beeinflu3tan lokal-
geoditischenKoordinatengehtdie Geodatengleichungn die kraftefreie Bewegungs-
gleichunguiber wie siein eineminertialsystenyilt. Wir konnendaherinertialsysteme
und Systemen lokal geodatischenKoordinatendentifizieren. Dasfuhrt auf folgende
Prazisierungdesstarlen Aquivalenzprinzips:Die physikalischerGesetzedie in der
SpeziellerRelatvitatstheorign Tensorschreibweisausgedickt werden habengenau
die gleicheFormin einemlokalgeodtischenKoordinatensyster(d.h. lokalenInerti-
alsystem)der gekiimmtenRaum-Zeit. Wegen der Tensoreigenschagieltensie dann
auchin denallgemeinerKoordinaterdesRiemannscheRaumes.
Dasbedeutetausgehengon denlorentzirvariantformuliertenGleichungerertalt man
die in der gekiimmtenRaum-Zeitgiltigen physikalischerGesetzedadurch,daRman
die partiellenAbleitungen(Komma)durchkovariante(Semilolon) ersetztundanstelle
von 7, die Riemannschevetrik g,,, verwendet. Diese,Komma-Semitlon-Reyel
garantiertdie Kovarianzder so verallgemeinertetsleichungen.Dasin Abschnitt3.2
erwahnteallgemeineKovarianzprinzipist damiterfullt.

Man beachtejedoch, daR die Ubertragungswschrit ,partielle — kovariante Ablei-
tund im Fall hohererAbleitungennicht eindeutigist, dennim Unterschiedzu den
partiellenAbleitungensind kovariantenicht vertauschbartUber die richtige Reihenfol-
gederAbleitungenkannmanin derPraxismeistensinfachentscheiden.

Der Ubegangzu lokal geodatischerKoordinaterist nur in einemWeltpunktmoglich.
In der unmittelbarenUmgelung desgewahltenPunktesgilt daherinfolge der Kriim-
mungnur naherungsweisg,,, ~ 7,,,. DiesenwesentlicherUnterschiedzwischender
Raum-Zeitder SpeziellenRelatvitatstheoriemit der global gultigen Metrik 7, und
der desRiemannscheiRaumesin der Gravitationstheoriewollen wir nochmalsver
deutlichen. Fihrenwir z.B. im Ursprung(z*) = (0,0,0,0) ein lokal geoditisches
Koordinatensystergin, danngilt dortT'y, = 0 undfolglich auchd,g,, (0) = 0. Fur
die Punktein der Umgelung, d.h. fur kleine Werte der Koordinatenz#, ergibt die
Taylor-Entwicklung

1
Guv =~ Guv(0) + B (0a089uv), =z’

Mit Hilfe einerlinearenTransformationkann man g, (0) auf die Minkowski-Form
nw bringen. Man erhalt in denneuenKoordinaten(Stricheweggelassenjviedereine
Gleichungin obigerForm (mit g, (0) — 1)

1
g'u,j ~ 77,ul/ + 5 (aaaggu,,)o :L.ax,B . (61)

Wie wir bereitswissen,kannder Riemannsch&rimmungstensodurch die zweiten
Ableitungervon g, ausgedicktwerden(s. Gl. (5.28)). Die Koefizienten(0,039,. )0
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# 0 gebendaherdie durch dasvorhandeneGravitationsfeld henorgerufeneAbwei-
chungvon derflachenRaum-Zeitan. Der GultigkeitsbereicheinerApproximationg,,,,
~ n,, hangtalsovon der GroReder zweitenAbleitungendesmetrischeriTensorsab
undnatirlich von der Genauigkit, mit dermanAbweichungervom Inertialsysternex-
perimentelffeststellerkann.

6.2 Eigenzeit,Gleichzeitigkeit, Raumintervall

Wir wenderunsnunderFragezu, wie manausdenallgemeinerKoordinaten{z*} der
Ereignissedie wahren(meRbarenkeitintenalle und Entfernungerbestimmenrkann.
Hierbeikdnnenwir analogzur SpeziellerRelatvitatstheorievorgehen.

Um die Beziehungzwischender von einemBeobachtegemessenekigenzeitr und
der Zeitkoordinatez? = ct zu ermitteln,gehenwir von zwei zeitlich infinitesimalbe-
nachbarterEreignisseraus,die anein unddemselbeiRaumpunkstattfinden Bertick-
sichtigt mandie danngeltendeBedingungdZ = 0 in demallgemeinenAusdruckfir
dasLinienelementls?, dannist ds? = ¢2dr? = goo(dz?)?, d.h. esgilt

1 .
dr = E./_goodaco , Mitggo >0 . (6.2)

Furdasintenall derEigenzeitzwischereweibeliebigerEreignissenm gleichenRaum-

punkterhalt mandaraus
1
= E/,/goo(x)dgao : (6.3)

Manbeachtedaliin derAllgemeinenRelativitatstheorialie Eigenzeitn verschiedenen
Weltpunktenauf unterschiedlich&Veisemit der Zeitkoordinatezusammendingt. Wir
bemerlenschonjetzt, dal’dieszu einerFrequenanderungeriodischeMorgangefiihrt,
die anverschiedene®rtenin einemGravitationsfeldstattfinden Beim Ubeigangzum
Minkowski-Raum(ggy = 1) erhalt manaus(6.3) die bekannteEigenzeitim Ruhsy-
stem.

In der SpeziellerRelatvitatstheorikommtdemBegriff der Gleichzeitiglkit keineab-
soluteBedeutungzu. Bei der Definition der Gleichzeitigleit zweierEreignissedie an
verschiedeneRaumpunktemstattfindenliegt esnaheSignaleauszutauschedgerenGe-
schwindigleit mankennt. Die MessungeinerGeschwindigkit setztnunaberdie Syn-
chronisatiorvon Uhren(d.h. die Gleichzeitiglkit) schonvoraus. DieserZirkelschluf3
kannvermiederwerden,wennmandie Gleichzeitiglkit von Ereignhisseroperatv de-
finiert. Die alskonstantundrichtungsunakidingig angenommen&eschwindigkit des
Signalsbrauchtdabeinicht bekanntzu sein.

Wir betrachterdie infinitesimal benachbarteieltpunkte A und B, derenWeltlinien
durchdie Koordinatenz# undz* + dz* beschriebenverden.DasSignalwerdein B
zurdortigenZeit z° 4+ dz°(!) emittiert,in A ohneZeitverlustzur Zeit z° reflektiertund
treffe in B(z° + dz°®)) wiederein (s. Fig. 10).

Die in A und B mitgefuhrtenUhrenidentischeBauartsind offenbardannzum Zeit-
punktz® synchronwennfiir denBeobachtein B die Halfte der Zeit zwischendem
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0 ,0(2)
A X +dx

~ X0+dX0m

L

A B

Figur 10: Zeitliche Reihenfolge der Ereignisse fur das Lichtsignal bei der Definition der Gleich-
zeitigkeit und der rAumlichen Entfernung.

AbsenderunddemWiedereintrefen desSignalsin B verstrichernist,
0 0_ .0 o) . (3 02 0(1)
x40z =z +dx —|—§(d$ —dzx ) . (6.4)
VerwendemanLicht als Signal,danngilt
ds®? = goo(dxo)2 + 290mdz%dz™ + gpndz™dz™ = 0

Die Auflosungdieserquadratischeleichungnachdz® emibt die beidenWurzeln

1 1
dl'o(l)’(?) = QE {_gOmdxm + [(QOmQOn - ganOO) dxmdfﬂn] 2 } s (65)
wobei hier entsprechenderin Figur 10 skizziertenzeitlichenReihenfolgeder Ereig-
nissedz®?) < 0 angenommemurde. SetztmandieseAusdiiicke in (6.4) ein, sofolgt

520 = —90m gpm (6.6)
goo

als Bedingungfir die Synchronisation.DieseDifferenzim Gangder Uhrentritt bei
zwei Ereignisserauf, die in infinitesimalbenachbarte®unktenstattfinden.Bei Fort-
setzungdiesesVerfahrensist es somit moglich, die Gleichzeitigkit von Ereignissen
langseiner Weltlinie zu definieren. Die Synchronisatiorvon Uhrenlangsgeschlos-
senerWeltlinien ist nichtin beliebigen,sondernnur in solchenKoordinatenmdglich,
in denendie Komponentery,,,, desmetrischeriTensorsggleich Null sind. Andernglls
kamees zu einemWiderspruchdennmanwirde bei Rickkehr zum Ausgangspunkt
nachGl.(6.6) DifferenzwerteZ£ 0 erhalten die nicht vorhanderseindurfen. Da aber
die zehnKomponenterdesmetrischerifensoraicht eindeutigbestimmtsind (s. Text
nachGl.(3.20)),kannmandie Koordinatersowahlen,dalRdie storenderKomponenten
gom identischverschwindenAuf dieseWeiseist die vollstandigeSynchronisatiorvon
Uhrenin einembeliebigenGravitationsfeldmoglich.

Bei der Definition derraumlichenEntfernungbetrachterwir ebenélls die in Figur 10
skizzierteAusbreitungeinesLichtsignalsvon B nachA undwiederzuriick. NachMul-
tiplikation der dafur berbtigten Zeit (Eigenzeitauf der Weltlinie B) mit ¢ erhalt man
die doppelteEntfernungzwischendenPunkten.Die Differenzder Zeitkoordinaterbei
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derEmissionundbeiderRickkehrdesSignalszumgleichenPunkt B ist mit denAus-
driickenin (6.5)

2
d$0(2) - d$0(1) = [(QOmQOn - ganOO)dxmd‘rn]1/2

goo
Dasentsprechenditenall der Eigenzeitfolgt daraushach(6.2) durchMultiplikation
mit \/goo/c. Die gesuchtd&ntfernungdl zwischendenPunktenerhélt manschlief3lich,
indemmandasEigenzeitinterall mit ¢/2 multipliziert. Wir schreiberdasErgebnisin

derForm
di? = gmndxmdwn s Gmn = —Gmn t Jomon . (6.7)
goo

Dabeibedeuterdie GroReng,,, die Komponenterder Metrik im momentanerRuh-
raum desBeobachters.Sie beschreiberlie geometrischertigenschafterdesdreidi-

mensionaleiRaumesMan kannzeigendafd
_glmgmn = 551 (6-8)

gilt, d.h. derTensor—g,,, reziprokzu demkontravariantendreidimensionaleffensor
g™ ist (s. Aufgabe22).

Wir bemerlen, daRdieserBegriff einer bestimmtenEntfernungim allgemeinenkFall
aufinfinitesimaleGebietebeschanktist. Da die Metrik im Allgemeinenauchvon der
Zeitkoordinatez? abhangt, ware ein Integral iiberd! nicht eindeutig,sondernwiirde
von der Weltlinie abrangen,langsder eszwischendenraumlichenPunktenerstreckt
wird. Sind andererseitslie g, zeitunabkngig, dannist dasintegral von di sinnvoll
unddie Entfernungkannauchim endlichenRaumgebietiefiniertwerden.

6.3 Mechanik im Gravitationsfeld

Im lokalenInertialsystemautetdie relativistischeBewegungsgleichundir ein freies

Teilchen dub
U
— = 6.9
dr 0, (6.9)
wobeiu* = dz#/dr denVierenektorderGeschwindigkit undr die Eigenzeitoedeu-
ten. NachderdurchdasAquivalenzprinzipbegrindeternUbeigangserschriftgehtman
beiderEinbeziehunglesGravitationsfeldesn (6.9) zur absoluterAbleitung tiberund

erhalt sodie Geoditengleichung
Du#

== _9 (6.10)
dr
bzw. mit derDefinition (4.58)ausfihrlichergeschrieben
2z dz¥ dz?
e — =0 . 6.11
dr2 v dr dr 0 ( )

Da d%z#/dr? die Viererbeschleunigungst, kann —mI'},u*u? als die auf den Pro-
bekorper der Massem im Gravitationsfeldwirkende, Viererkraft gedeutetwerden.
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WegenI" « dg spielendaherdie g,,, die Rolle desPotentialsundihre Ableitungenl'),
stellendie entsprechendeéeldstirke desGravitationsfeldegar
Unter dem Einflul3 auRereKrafte K# weichtder Koérpervon der Standardb@egung
ah Die Bewegungsgleichungautetdann

Du# dz¥

— = p— = KF . 6.12

e T gr (6.12)

Die im Minkowski-RaumgeltendeRelations,,, u#u” = ¢? gehtuberin g, utu” = c?.
Da ¢ eineKonstanteist, gilt u,,u* = 0, d.h. der Viererektor der Geschwindigkit
stehtsenkrechauf derBeschleunigunginddamitauf derKraft K#

guwulK” =0 . (6.13)

Demnactsinddie vier Bewegungsgleichunge(6.12)nicht unablangigvoneinander
DasProduktausderMassem undderVieregeschwindigkit * ist gleichdemIimpuls-
vektor

p* = mu# (6.14)
undwegenutu, = 2 gilt auch

gup'p’ =m?c* . (6.15)

Die Bewegungsgleichungur einenkraftefreienProbekrperder Massem folgt in der
SpeziellenRelatvitatstheorienachdem Prinzip der kleinstenWirkung ausdem Wir-
kungsintgral

S = —mc/ds = —mc/ (nuydx“dav")% . (6.16)

Bewegt sichderK drperin einemGravitationsfeld dannwird nachdemAquivalenzprin-
zZip die Bewegungsgleichunglurchdasverallgemeinert&Virkungsintgral bestimmt

S = —mc/(gu,,da:“dx”)% . (6.17)

Fur spatere Anwendungerist es interessanizu wissen,wie in niedrigsterNaherung
die Komponentegyy, desmetrischerTensorgdurchdasGravitationsfeldeinerMassem
bestimmtwird. In nichtrelatvistische Naherung < ¢ geht(6.16)uberin

1
2\ 2 2
9 v N 9 lov
S = —mc /(1__02) dt =~ —mc /(1_5_02>dt .

Die entsprechendieagrange-Funktiofist derbekannteAusdruck

1
L=—-mc+ Emv2

Bewegt sich der Korperin einem Gravitationsfeld, danntritt die potentielleEnegie
—m¢ hinzu

1
L=—mc+ §m112 -—m¢
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wobei ¢ = —MG/r dasNewtonscheGravitationspotentiader MasseM bedeutet.

DemnacHautetdasWirkungsintgral fur einenProbekrperder Massem beivorhan-
denemGravitationsfeldin nichtrelatvistischerNaherung

Sz/Ldtz—mc/(c—Z—Z%—%)dt . (6.18)

Fur dasunterdemintegral stehendd.inienelemenerhalt mansodenAusdruck

2
ds:(c—fu—-i-?)dt ;
2c ¢

Wennmanquadriertund der Naherungentsprechendie TermehdhererOrdnungwie
v?/c? und ¢? /c? vernachhssigtdannfolgt mit 7dt = d7

ds® = (* + 2¢) dt* — di® . (6.19)

Darauskdnnenwir den gesuchterzusammenhanger ggo-Komponenterdes metri-
schenTensoramit demGravitationsfeld¢ entnehmen

20 MG

go=1+—5 ,¢=—"— . (6.20)
c r

DiesesErgebniswird sichim folgendenalsniitzlich erweisen.

6.4 Elektrodynamik im Gravitationsfeld

Wir kommennunzur Formulierungder Feldgleichungedeselektromagnetischerel-
desin einemdurchdie Metrik g, () gegebenerGravitationsfeld.Im lokalenInertial-
systemgenigt der Feldsarketensor

F,=A4,,—A4,, (6.21)

denMaxwell-Gleichungerin derbekannterForm

F(uu,/\) = FNV,/\ + FV)\,N + F)\“,U =0 (6.22)
und 4
Bl = -=jt (6.23)

wobei j# = pdz*/dt den Vektor der Stromdichteim Minkowski-Raum bedeutet.

GenaR der Ubertragungsarschift (Komma— Semilolon) gehtzurachstF),,, uber
in
Fo=Au,—Au . (6.24)

Dadie Christofel-Symbolesymmetrischsind, gilt aber

Fu = AV;u - Au;v = Av,u - Au,v ) (6.25)
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d.h.die BeziehungzwischenF,,, unddenPotentialen4,, andertsichnicht.

Die homogenemMaxwell-Gleichunger{6.22)folgenalsidentitt ausderDefinitiondes
Feldsarketensorg6.21). Wegen(6.25)gilt somitfir die kovariantezyklischeAbleitung
auch

Fuvpny = Fuwy =0 (6.26)

DieseGleichungerandernalsoihre Gestaltebenélls nicht.

Bevor wir dieinhomogenemMaxwell-Gleichungerin kovarianterForm schreibenyvol-
len wir denVektorder Stromdichtein allgemeinerKoordinaterbestimmenDie elek-
trischeLadungg ist eineskalareGroR3e,ebensalie Ladungdg innerhalbeinesinfinite-
simalenVolumensdz3. Esgilt dg = odz3, wobei ¢ die Ladungsdichtéedeutet Mit
demVektordz* ist dannpdz3dz* ebendlls ein Vektorund daherauch

dz#

dz* dat d'z
ST

3, _
dtdw—gdt -

(6.27)
Nach(5.24)ist jedochnichtd*z sonderq/ﬁd% dasbeiallgemeinerKoordinatentrans-
formationeninvarianteVolumenund dementsprechend*,/gd*z/c ein Vektor, wobei
J# den gesuchterVektor bezeichnet. Der Vergleich mit (6.27) fuhrt daherauf den
kontravariantenVektorder Stromdichte

1 M
JH = —_jn b= gd‘” . (6.28)

NG dt

Derbekanntespeziell-relatiistische Stromdichtgektor j# geriigt derKontinuitatsglei-
chung
Ot =0 . (6.29)

Die allgemeinkovarianteKontinuittsgleichug

Jh =0 (6.30)

H

konnenwir nun leicht verifizieren. Nach (5.20) gilt fir die kovarianteDivergenzdes
VektorsJ*

1
T = ZWal), (6.31)
undwegen(6.28)
(vgJ*) , =3 - (6.32)

Darausfolgt, daldwegen der Stromerhaltung6.29) auch die Kontinuitatsgleichug
(6.30)geltenmulf3.

Die inhomogeneaxwell-Gleichungelin einemGravitationsfeldlautendannbeiVer
wendungderFormel(5.21)

1 4
Fl = — (JgF™) = ——Jh | (6.33)
3 g 5 c

S|
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Der Erhaltungssattir die Stromdichte(6.29)folgt ausder Invarianzder Theoriege-
geruberdenEichtransformationederPotentiale

Ay = Al = A, + 9, (6.34)

wobei)(z) eineskalareFunktionist. Esistinteressantestzustellendal3dieserZusam-
menhangauchdannbestehtwennein Gravitationsfeldvorhanderist. Dasim lokalen
Inertialsystenformulierte Wirkungsintgral fir dasan die Stromdichtej* geloppelte
elektromagnetischieeld

1.
S = /d4 (——F FW—EJ“AN) (6.35)

gehtbei AnwesenheitinesGravitationsfeldediberin

1 1
S = / d*zL = / d*z/g (—WFWF’“’ - EJ“Au) . (6.36)

Dabeiist J* derkontravarianteVektorder Stromdichtg(6.28),undbeiderBildung des
skalarenProduktegbzw beim Herauf-undHerunterziehemler Indizes)wird derme-
trischeTensorg,, anstellevonn,, benutzt.

Die infinitesimaleEichtransformatiomer Potentialed A, = 9, A 1aBtF,,, urverandert
(0F,, = 0) unddie VariationdesWirkungsintgralswird dabeinachpartiellerintegra-
tion

55 = = / d*z /g O\
= —= / d*zd, (VgJ*\) + / d*z)d, (VaJ*) . (6.37)

Mit Hilfe desSatzesron Gausg5.25)kannderersteSummandn ein Integral Uiberdie
dasvierdimensionalé/olumenbegrenzendéberfichetbegefiihrt werden. Da nach
Annahme) auf der Begrenzungverschwindetergibt dasOberfachenintgral keinen
Beitrag. Aus der InvarianzdesWirkungsintgrals S = 0 folgt dannmit (6.31) die
allgemeinkovarianteKontinuittsgleichundr die Stromdichte/* (6.30).

Die inhomogenerMaxwell-Gleichungernm Gravitationsfeldkonnenauchdirekt aus
dem Wirkungsintgral (6.36) durch Variation der PotentialeA,, als EulerLagrange-
Gleichungerhegeleitetwerden

oL oL
o4, _8"88,,A“ =0 . (6.38)
Man findet ar ar
— = __ u = uv
BA“ \/_ " 00,A, n\@F (6.39)

undfolglich mit (5.21)dieinhomogenemMaxwell-Gleichungen

4
= T gu (6.40)
’ C
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in derbekannteriForm (6.33). Bildet manin dieserGleichungdie Divergenz,so erhalt
man wegen der Antisymmetrievon F*¥ als Konsistenzbedinggnwieder die Konti-
nuitatsgleichund6.30).

Erganzendzu den Maxwell-Gleichungergebenwir nochdie kovarianteVerallgemei-
nerungder Bewegungsgleichundgir ein TeilchenderMassem undderLadungg an

s 2 u“u9> - %F’“’uy . (6.41)
.

Zu bemerlen ist ferner dald elektromagnetisch&elder auch bei Abwesenheitvon
Materie, selbstQuellender Gravitation sind. Die von denFeldernerzeugteEnegie-
Impulsdichtewird durchdenEnegie-Impuls-EnsorbeschriebenAusgehendion dem
bekannterspeziellrelatvistischerAusdruckerhalt mandenEnegie-Impuls-Ensordes
elektromagnetischdreldesheivorhandenenGravitationsfeldin derverallgemeinerten
Form
v 1 e Bv 1 v af
T = — 3 g*FogFP" + —g" Fog F . (6.42)
47 4

DieserTensotkommtalsIinhomogeniat in denEinsteinschefreldgleichungenor und
ist somiteineQuelledesGravitationsfeldes Wir werdenin denfolgendenAusfiihrun-
gendaraufnahereingehen.

6.5 Der Energie-Impuls-Tensor

Bevor wir im folgendenKapitel die EinsteinscherFeldgleichungerder Gravitation
einfihren,wollen wir vorbereitendzurachstauf die QuellendesGravitationsfeldesn
derGestaltdesEnegie-Impuls-Ensorsnahereingehen.

Bei denAnwendungerkannmanzur Beschreibing der Gravitationswirkungmateriel-
ler Systemevon demEnegie-Impuls-EnsorderidealenFlissigleit ausgehenDieser
lautetim lokalenInertialsysterf

1
T = =2 (e + p) ufu” —pn*” . (6.43)

Hier bezeichnen die totaleEnegiedichteundp denisotropenDruckim momentanen
RuhsystemDer Tensor(6.43)ist symmetrischundfiir abgeschlossergystemeyilt der
differentielleErhaltungssatz

T]‘(j,u =0 . (6.44)

SeinAnwendungsbereiclst durchausicht auf idealeFlussigleiten beschankt. Vor-
aussetzungir die Verwendungion (6.43)ist, dal3dasphysikalischesystendurcheine
Enepgiedichte,bzw dazuaquivalenteMassendichte, einenisotropenDruck p, sowie
ein Geschwindigkitsfeldu” beschriebemverdenkann. WendetmanT4, z.B.im Fall
einesnichtrelatvistischen Gasesan, dannist wegenwv; < ¢ der Beitragder individu-
ellenkinetischenEnegien der Teilchensawie der Druck zu vernachéssigen.Fur ein

2Siehez.B. U.E. Schivder SpezielleRelatvitatstheoriel.c., S. 194.



6.5 Der Enegie-Impuls-€nsor

83

Photonengatst die zur Enegiedichteu = aT* aquivalenteMassendichte = u/c?,
undder Druck betiégtp = u/3. Im Fall einzelnemakroslopischerKorper (etwa im
Sonnensystemi¥t die zur MasseaquivalenteEnegie viel grol3eralsdie andererEner
gieformen.
Ist ein Gravitationsfeldvorhandendanngeht(6.43)in denallgemeinkovariantenAus-
druckuber

1
Ty = =2 (e + p) ufu” — pg"” (6.45)

wobeie undp als Skalareundu* alsVektorim RiemannscheRaumaufzugssersind.
Aus der TensogleichungT?,” , = 0 (Enegie-Impuls-Erhaltungwird nachdemKor-
respondenzprinzip

T, =0 . (6.46)

Danun Gravitationskifte auf die Fllssigleit wirken, ist dasSystemnicht mehrabge-
schlossend.h. (6.46) kannnicht als integraler Erhaltungssattur Enegie und Impuls
gedeutetverden.Dem Inhalt nachsind (6.46)die hydrodynamischerundgleichun-
gen,welchedie BewegungderFlussigkit im Gravitationsfeldbeschreiben.

Als QuellendesGravitationsfeldessind nebenmakroslopischenK érpernauchphysi-
kalischeFelder wie z.B. daselektromagnetischEeld, zu beriicksichtigen.Wie findet
mandenentsprechendeBnegie-Impuls-Ensor?Wir wollen im Folgendereine Me-
thodefir die BestimmungdesEnegie-Impuls-Ensorsinesbeliebigerphysikalischen
SystemgausgenommedasGravitationsfeldselbstlangebengesserwirkungsintgral
in allgemeinerkrummlinigenKoordinaterin derForm geschriebemverdenkann

S:/&Wﬂ:/&ﬂ. (6.47)

Dabeihangtdie als SkalardefinierteLagrange-Funktiod.(A4, 0A, g, ), bzw. die ska-
lare Dichte £ sonvohl von denZustandsektorendesSystemqz.B. denFeldfunktionen
A) undderenrerstenAbleitungenalsauchdenGravitationspotentian g, ab DasWir-
kungsintgral im Fall deselektromagnetischeReldes(6.36)ist hierfur ein Beispiel.

In derSpeziellerRelatvitatstheoridolgt nachdemNoethefTheoremausderinvarianz
desWirkungsintgrals gegerilberraumzeitlichenTranslationerder Enegie-Impulser-
haltungssatzln differentiellerForm ausgedickt bedeutetlies,daRdie Divergenzdes
Enegie-Impuls-EnsorsdesabgeschlosseneBystemsverschwindetT%” = 0. Aus
derTatsachedaRdasWirkungsintgral (6.47)unablangigvon derWahl derKoordina-
tenist, folgt in entsprechendeverallgemeinerung’,” = 0, wobeiT#" der gesuchte
Enegie-Impuls-Ensorist.3

Zum Beweisgeherwir von derinfinitesimalenAnderungderKoordinaten

o =gt 4 Szt = ot + eyi(z) | || < 1 (6.48)

3Im allgemeinerfall besitzteinebeliebigeRaum-Zeit-Metrikkeine Symmetrien.Das Verschwinden
derverallgemeinerteDivergenzdesTensors'*” kanndannnichtalsErhaltungssatinterpretieriwerden.
Wesentlichist hier derim folgendenAbschnitt6.6 daigelegte ZusammenhangwischenSymmetrierund
integralenErhaltungsétzen.
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aus,mit ¢ alsinfinitesimalem konstantenParameterBei dieserTransformatiorbleibt
dasWirkungsintgral (6.47) ungeéandert,6S = 0. Die VariationdS ist dasErgeb-
nis zweier Anderungen.Es variierendie ZustandsariablenA (Feldfunktionen). Sie
erfullen jedochdie Bewegungsgleichunge(Feldgleichungen)die geradedarausfol-
gen,daRdie Variationvon S nachdiesenGroRengleich Null ist. DieseAnderungen
braucheralsonicht beriicksichtigtzu werden.Die zweite Anderungriihrt von deng,,,,
her, unddie Variationdesintegranderfiihrt auf

oL oL

oL oC . .
oghv O 8gfj\”

ag/“/ (59#’/ + agu}\u g,)\

)

(59“”4—(9)\( oL

aguydg“”> . (6.49)
A

Die hierbeiderintegrationauftretenddivergenzkannnachdemSatzvon Gaussn ein
Integral Uiber die begrenzendeOberflichelibegefiihrt werden. Wegender Forderung
6g"” = 0 auf der Oberflche,liefert das Oberflachenintgral keinenBeitrag und es
bleibt

68 = / d%ﬁégw =0 , (6.50)
dghv
wobeidie Variationsableitunglefiniertist als
oL oL oL
= — 5w
oghv gt 99" 5

I

(6.51)

Die AnderungerderKomponentenlesmetrischefensorsigh” beiderTransformation
(6.48)folgenausdemTransformationsgesetz

1,0 8./51/ 8$VI
() = - ——g (z) . 52
9" (@) = 5 3 e Y @) (6.52)
Dadie Transformatiorinfinitesimalist, ertélt manin ersterOrdnungvon e
g’ (@) = g" (z) + & \ g™ () + £ 9" (z) + O(?) . (6.53)

Hierbeihabenwir zur Vereinichungder Schreibweisey* (z) = £#(x) gesetzt.Zum
Vemgleichder Termeals FunktionenderselberVariablenentwiclkeln wir die linke Seite
nachPotenzervon £#. Da nur die SummandemiedrigsterOrdnungzu beriicksich-
tigen sind, kdnnenwir im Koefizientenvon ¢# anstellevon g+’ die ungestrichenen
Komponentervon ¢g*” schreiberunderhalten

g (@ + &) = ¢ () + ¢\ + O (6.54)
Man erhalt schlieRlichmit (4.52)fur die Anderungder g als Funktionvon
5 (z) = g (@) — g™ (x) = €" \g™ + €\ g™ — EXg" . (6.55)

Fahrt manstattder partiellenAbleitungen¢” , und 3 die kovariantenAbleitungen
ein, dannkanndieserAusdruckin derzwecknaRigerer-orm geschriebemverden

5g" = "\ + g™ (6.56)
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Die Variationsableitun@6.51) stellt eine Tensordichtedar, die in denindizessymme-
trischist. Man erhalt andererseiteine Tensordicht@auseinemTensoy wenndiesemit
/9 multipliziert wird (vergl. (5.24)). Wir konnendaherdurchdie Definition

1 5L
SVl =5 0 (6.57)

densymmetrischeffensorT},, einfuhren.Wir setzer(6.57)unddenAusdruckfir jg"”
(6.56)in die Gleichung(6.50)ein und erhalten nachdender zuvor eingefihrte Faktor
1/2 wegender Symmetrievon 7}, gekirztwurde,

58 = / d*z\/gTe" " =0 . (6.58)

NachderProduktrgel kbnnenwir hierfur auchschreiben

55 = / d*z/g [(gule)_A — ¢, *;A] —0 . (6.59)

Das Integral Uber die kovarianteDivergenz desVektorsim erstenSummanderkann
nachdemintegralsatzvon Gausg5.25)in ein Oberfacheningral umgeformtwerden.
Diesedntegral liefert keinenBeitrag,danachVoraussetzundie £# aufderOberflache
gleichNull sind. Esbleibt

S = / d*z\/ge T, =0 . (6.60)

Dadiesfur beliebiget* geltensoll, folgt fur denin (6.57)definiertenTensorTu A;,\ =0
und,weil die kovarianteAbleitungvon g** verschwindetauch

T, =0 . (6.61)

Wir erkennerdarindie verallgemeinert€ormderfir denspeziell-relatiistischen Ener-
gie-lmpuIs—'E:nsorgeItenderGIeichungT“A/\ =0.

AusdiesemGrundliegt esnahe,denEnegié-lmpuls-'l‘ensoreinesdurchdie Lagrange-
FunktionLZ = L/,/g beschriebenephysikalischerBystemgdasGravitationsfeldselbst
ausgenommerih einemGravitationsfeldmit demin (6.57)definiertensymmetrischen

unddivergenzfreienTensor
d(\/gL
o = 2 8W/9D) (6.62)
VI OGuv

zuidentifizieren.

Wir wollen dieseplausibleSchlu3folgerunglurchVergleichmit dembekannterEner-
gie-Impuls-Ensordesfreienelektromagentischdreldeq6.42)rechtfertigenZunachst
gilt mit (5.16)fur die Variationvon , /g

1 v
09 = 5\/§g“ S (6.63)
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Wegengt?g,, = 8% sinddie Variationendg,, undé*¢ durch

69" gos + 9"%0ges =0 (6.64)
miteinanderertunden.NachMultiplikation mit g¥¢ folgt die Bedingung

6" = —g"g"?6gp0 - (6.65)

Man hatdaherbeim Ubeigangvon 09 ZUégh aufdie AnderungdesVorzeichengu
achtenunderhalt

]' v
d\g = —Eﬁguyég“ ; (6.66)
Die Lagrange-FunktionleselektromagnetischeReldedautet(vgl. (6.36))
— i Aa 0p
L= lﬁﬂ_Fa/jF)\gg g% . (6.67)

Da L von denAbleitungendesmetrischenlTensorsnicht abrangt, wird die Rechnung
einfachund manerhalt bei Anwendungder Produktrgel

6(v/gL) _ 9(\/9L) 1 1 v
S g _5\/59;“/[/ + S_W\/gF“AF . (6.68)
NachderDefinition (6.62)folgt damit
1 A 1 af
T = i E\F7, + ZgWFaﬂF . (6.69)

DieserTensorstimmt mit dembekannterEnegie-Impuls-Ensordeselektromagneti-
schenFeldes(6.42) uberein. Die allgemeineDefinition (6.62)ist somit (ohnezusatz-

lichen Faktor) gerechtfertigt.Erganzendseibemerkt,daldieseMethodeauchzur Be-

stimmungdesEnegie-Impuls-Ensoram flachenRaum(ohneGravitationsfeld)geeig-
netist. Die dabeieingefihrtenkrummlinigenKoordinaterwerdendannmit g*¥ als

formalesHilfsmittel in derRechnungenutzt.

Als weiteresBeispiel betrachterwir ein freiesskalaresreld ¢(z) der Massem. Die

Lagrange-Funktiofiir dasreelleFeld ¢ lautet

1 4
L= 3 (90" 0" p — m2g02) . (6.70)

Die zugeldrige Feldgleichundolgt bei VariationdesWirkungsintgrals(6.47)nachy

Da ¢ ein Skalarist, konnenwir ¢ ,, = ¢, setzerunderhaltennachDivisiondurch, /g

1
—0 ") +m2p=0
7 L (Vaet) 7
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undmit (5.22)schlief3lich
ot + mip=0 . (6.71)
Diesist, wie erwartet,die Klein-Gordon-Gleichungn allgemeinkovarianterForm.

Den Enegie-Impuls-Ensorgevinnenwir ausder Variationsableitungon £ = /gL
nachdg”. Mit (6.66)findetman

5(val)  d(ygl) 1 1
sgir — ogw ~ pVIIm Dt gVedueliy

unddie Definition (6.62)emibt danndenEnegie-Impuls-Ensorfir dasskalareFeld ¢

1
T = PP = 59 (9 apOpp —m*0”) . (6.72)
Im lokalenlInertialsystengehtdieserTensorin denbekannterspeziellrelativistischen
Ausdruckuber DiesesVerfahrenist zur Berechnungdesdivergenzfreiensymmetri-
scherEnepgie-Impuls-Ensorshesondergeeignet.

6.6 Killing-V ektorenund Erhaltungssatze

Kehrenwir nun zur Transformation(6.48) zuriick. Fur denFall, da3sich dabeidie
Metrik nichtandertalsodg”” = 0 ist, geht(6.56) Uberin die Bedingung

&g+ =0 (6.73)

DieseGleichunghei3tKilling-Gleichung,die Losungerg#(x) Killing-V ektoren.Wenn
Losungere#(z) derKilling-Gleichung existieren,dannbeschreibtlie Transformation
(6.48) eineisometrischeAbbildung der Raum-Zeitauf sich. Wir kbnnendieseAbbil-

dungauchals Bewegung(z.B. Rotation)desRiemannscheRaumegieutendennman
bezeichnegeradesolcheTransformationerals Bewegungen(Verlagerungen)bei de-
nendie Metrik nicht geandertwird. Die isometrischeransformationerbilden eine
Gruppe die sogenannt8ewegungsgruppeNur beivorhandeneBymmetriebesitztdie

Killing-GleichungLdsungenkFur einenbeliebigenRiemannscheRaumbrauchtkeine
LosungderKilling-Gleichungzu existieren.

Betrachtenwir als besonder®infachesBeispiel den speziellenFall des Minkowski-

RaumesDie Killing-Gleichunggehtdanniiberin

E,u,u + Eu,u =0 (6-74)
mit dervon 10 ParameterrablangigenallgemeinerLdsung
§u($) = ay + 5#1/37” sy Eyv = —Eup - (6.75)

Offensichtlichentsprichtliesel dsunggeradedenTransformationederPoincaé-Grup-
pe.
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Als zweitesBeispielbetrachtemwir ein Gravitationsfeld,daseinenzeitartigenKilling-
Vektor £,&# > 0 zulalst. Wir wahlendie Koordinatenso, dal¢# die einfacheForm
annimmté# = (1, 0,0,0). Die rechteSeitederGleichung(6.55)ist mit derBedingung
dg"” = 0 nurdannerfullt, wenn

oghv

oxY
gilt. In demgewahltenKoordinatensysteraind demnachalle Komponenterdesme-
trischenTensorsvon z° unablangig. Ein Gravitationsfeldmit dieserEigenschafheif3t
statiorar. Wenn zusatzlich gy, = 0 gilt, wird daszeitunabhngige Gravitationsfeld
statischgenanntln diesemFall sinddie beidenZeitrichtungeraquivalent,denndasLi-
nienelements andertsich bei einemVorzeichenwechselon z° nicht, weil die raum-
zeitlichenTermedzdz" fehlen. Geometrisclbedeutetlies,dalRbei statischerFeldern
derzeitartigeKilling-V ektor orthogonakzur Hyperfiachez® = const ist.
Man beachtgedoch,dal3derein zeitunablngigesGravitationsfelderzeugend& drper
nicht notwendigbewvegungslosseinmuf3. Soist z.B. dasFeld einesgleichrmafigum
seineAchserotierenderaxialsymmetrischeK drperszeitunablngig. Bei einemVor-
zeichenwechselon z° andertsich jedochdasVorzeichender Drehgeschwindigit.
Die Richtungerder Zeitkoordinatesind nicht mehrgleichwertig. Daszugelorige Gra-
vitationsfeldist dahemicht statischsonderrstatiorar.
In einemgegebenerGravitationsfeldgilt fur densymmetrischerenegie-Impuls-En-
sor einesphysikalischerSystemgqeinerFeld- bzw. Materieverteilung)derlokale Er-
haltungssat£6.61). DieseGleichunglautetexplizit

=0 (6.76)

™, +Th,T% + T, T" =0 . (6.77)
Der ersteundletzteTermfuhrenzusammengefitmit (5.17)auf
1
V9

Der Satzvon Gausskannnur auf denerstenSummanderangavendetwerden. Somit
verhindertdervon demGravitationsfeldheriihrendezweite Termdie Gultigkeit eines
integralenErhaltungssatze$VennjedochdasRaum-Zeit-kontinuumSymmetriend.h.
eineBewegungsgruppéesitzt hatdieseinenintegralenErhaltungssatzur Folge. Der
zur BewegungsgruppegetorendeKilling-Vektor¢,, erflllt die Gleichung(6.73). Daher
verschwindetlannauchwegenT™”,, = 0 undder Symmetrievon T* die Divergenz
desmit ¢, gebildetervektorsT#¢,,, d.h. mit (5.20)kdnnenwir schreiben

(VgT™), +ThTe =0 . (6.78)

L
N

Wir integrierendieseGleichunguiberein dreidimensionale¥olumen,auf desserBe-
grenzundl'* verschwindet

(TH€,),, = —= (VIT™€) , =0 . (6.79)

/ (TH¢€u), Vod’s = / (VT ¢,) o’z + / (VIT""¢u) , d°z =0 . (6.80)
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NachdemSatzvon GauskannmandenzweitenSummanderin ein Integral iiberdie
begrenzendedberficheuberiihren,daswegenT”” = 0 auf der Begrenzungkeinen
Beitragliefert. Dasverbleibenddntegral ist daherzeitlich konstant,d.h. esgilt der

Erhaltungssatz
% / VITH¢, Pz =0 . (6.81)

Die BewegungeineskraftefreienMassenpunktesrfolgt im RiemannscheRaumauf

einerGeoditen
Du#

dr
Nehmenwir an,daleinKilling-V ektorfeld¢,, existiert. Dannbleibt die skalareGrolie
&uu* konstant.Zum Beweis tiberschiebman(6.82)mit dem¢,, underhalt

=0 . (6.82)

Du# d

= _ = BY —ute u¥ =0 . )
Wegender Antisymmetrievon .., (vergl. die Killing-Gl. (6.73)) liefert der zweite
SummandeinenBeitrag,undesfolgt

£ ut = const . (6.84)

DasinnereProdukteinesKilling-V ektorsmit demGeschwindigkits\ektor einesTeil-
chensbleibt alsobei der Bewegungauf einerGeoditenkonstant.JederKilling-V ektor
einerSymmetrigruppefiuhrt somitauf eineErhaltungsgif3e. Diesesindbeiderinte-
grationder Geoditengleichungpiitzlich.

AbschlieRendeidarauthingaviesen,dal3fir einenvierdimensionalefRaumkonstan-
ter KrimmungzehnKilling-V ektorenexistieren, die denvier Translations-und den
sechsRotationssymmetrieantsprechen.






Kapitel 10

Gravitationswellen

Die Fragenachder Existenzvon Gravitationswellenstellt ein besondersnteressan-
tesProblemdar. In Analogie zur Elektrodynamiksolltendie Einsteinscherreldglei-
chungenLodsungerzulassengdie sich als freie Gravitationsfeldermit Lichtgeschwin-
digkeit ausbreiten.Die mogliche Existenzvon Gravitationswellenwurde bereitsvon
Einstein(1918) mit Hilfe geraherterLdsungerder linearisiertenFeldgleichungemn-
tersucht.DemnachwverdenGravitationswellervon einemSystembeschleunigteMas-
senerzeugtahnlichwie elektromagnetisché/ellendurchbeschleunigtéadungenim
Unterschiedzur Elektrodynamikbesitzenaberdie Quellender Gravitation, die Mas-
sewerteilungen nur ein Vorzeichen.Daherkann es keine gravitativen Dipole geben,
d.h. die Gravitationsstrahlug ist in niedrigsterOrdnungeineQuadrupolstrahlung
GravitationswellenmerklicherStarke konnenentstehenwenngroReMassersich sehr
schnellbewvegen. Dies geschiehtiz.B. beim Gravitationslollaps oderbeim Supernega-
ausbrucheinesSternes.Nebender relativen SeltenheitsolcherEreignissdn nicht zu
weiterEntfernungst die aufderErdezuempfingendéntensititgeringundderenMes-
sungdementsprechergthwierig.Die bisherseitdensechzigedahrerdurchgefihrten
Experimentehabenzu keinempositiven Ergebnisgefihrt. Aber mangehtdavon aus,
dafdie notwendigeEmpfindlichleit bei denim Aufbaubzw in derErprolung befind-
lichenverbesserteExperimentenn absehbarezeit erreichtwerdenkann.

Als indirekterNachweisder Gravitationsstrahlungcanndie AbnahmederBahnperiode
desDoppelsternsystemBSR 1913+16angesehemverden,dasauseinemPulsarund
einemnicht sichtbarerBegleiter besteht.Die genauerMessungeran diesemSystem
Uber Jahrehinweg emgeben,dali die Gravitationsabstrahhg, wie sie nachder Qua-
drupolformelerfolgt, bei ErwagungandererdenkbarerEffekte, die einzige plausible
Erklarungfiur denEnegieverlustdesSystemainddie damitverbundeneAbnahmeder
Bahnperiodést.?

Gravitationswellerbildendie Verbindungzu demin derQuantentheoriderFeldereta-

!Die Abwesenheitron Monopolstrahlundolgt ausdemBirkhoff-Theorem wonachbei kugelsymme-
trischenQuellendie Losungerim AufRenraunstatischsind.

’Die gemessenabnahmederBahnperiod@ntsprichbis aufdrei Promilledertheoretischeivorhersa-
ge. Interessanist auRerdenfolgendesErgebnis.Der bei diesemSystemgemessen®@/ert der Periheldre-
hungbesatigt bis auf wenigerals ein Promille genaudie Vorhersageler Relativitatstheorie.
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blierten Teilchenbildund sind daherauchaustheoretischeSicht von grundlgender
Bedeutung.Hier kanndie Elektrodynamikebenélls als Beispiel herangezogewer-
den,die in derquantentheoretisein Formulierungzwangséufig zu der Teilcheninter
pretationdurchPhotonerfiihrt. Bei einemklassischerreld,demin derQuantentheorie
Teilchenmit ganzzahligenspins entsprechergominiertoffenbardie 2s-polstrahlung.
Gehtmanvon dieserfur Photonen(Dipol, Spin 1) gultigen Regel aus,dannsindim
Teilchenbildder Gravitationswellen(Quadrupol)fir die Gravitonender Spin 2 zu er
warten.

Dadie Einsteinscheffreldgleichungemichtlinearsind, gilt dasin der Elektrodynamik
verwendeteSuperpositionspringi hier nicht mehr Die damit verbundenSchwierig-
keitenbeim AuffindenstrengeWellenbsungendie einerrealenphysikalischerSitua-
tion entsprechentiihrenzwangshufig dazu,damandie Feldgleichungemurchma-
thematischleichter zuganglichelineare DifferentialgleichungerfWellengleichungen)
anrahert.Diesist unterderVoraussetzungelatv schwacher-eldemrmoglich. Die Nahe-
rungschwacherFelderentsprichiaberauchderrealenSituationinsofernbei denin der
Fernzoned.h. in groRerEntfernungvom Entstehungsorteobachtbare@ravitations-
wellen nur geringelntensititenzu erwartensind. Aul3erdemerhalt der Begriff eines
ElementarteilchenseinepraziseBedeutungerstim asymptotische®ereich,d.h. fern
von allen anderenTeilchen. Im Fall desGravitons entsprichtdies einer Losungder
Feldgleichungern der Fernzonewo die Felderschwachsind. Esist dahersinnvoll,
von schwachenFeldernundsomitvon denlinearisierterFeldgleichungemuszugehen.

10.1 Die Feldgleichungenin linearer Naherung

Wir gehermausvon dembereitsfriiherin Gl. (7.25)eingefihrtenlinearenAnsatzes
G (T) = Ny + by (z) + O(R?) (10.1)

derwegen|h,, | < 1 nurgeringeAbweichungervon der MinkowskischerMetrik 7,,,,

beschreibtund als Naherungim Fall schwacherGravitationsfeldergilt. Beim Rech-
nenin der linearenNaherungsind folgendeRegeln zu beachten.Da wir h,,, sowie

derenerstenund htoherenAbleitungenals klein annehmenkdnnenalle ihre Produkte
vernachhssigtwerden.DasHebenund Senlen der Indizeserfolgtin dieserNaherung
dannmit n*¥, n,, stattmit g*, g,,,,, unddie BedingunggMg’\” = 4, wird mit

e (10.2)

erfullt. Dan,, konstantist, konnenwir denAusdruckfur die Christofel-Symbolein
derlinearenNaherungaus(5.14)ablesen

1
F)\W - §n>\g (hov + Popw — huvye) - (10.3)
Entsprechendrhalt manaus(5.28)beiVernachhssigunglerin T' quadratischeiferme
denRiemann-€nsorin linearerNaherung

1

Rauuﬂ = 5 (h/JJ/,,BOe - hoeu,uﬂ - h,uﬁ,uoe + hoeﬁ,uu) - (10'4)
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Daraudfolgt unmittelbarder Ricci-Tensor

(huu,aa - hau,ua - h,ua,ua + haa,;u/) . (105)

N =

Q —
R pro

Fuhrtmanstatth,,, diefolgendenFeldfunktionerein

1
@, = h,® = 28,%h  h=h%, (10.6)

dannkann der Ricci-Tensorin der fur die folgendenBetrachtungerewecknéf3igen
Formgeschriebemverden
I |

h

R.UV = 5 v, 2

(2% +2,%5,) - (10.7)
Die nochaufzustellendetinearenFeldgleichungemwerdeneinfachey wenn mandie
Invarianzder Feldgleichungeryegeriber Koordinatentransformatnen ausnutzt. Im
RahmerderlinearerNaherungsindabemurkleine Abweichungervon denMinkowski-
Koordinatenzugelassenwie wir sie von den Ausfiihrungenin Abschnitt6.5 bereits
kennenWir andernalsodie Koordinaterdurchdie Transformation

o =gt 4 M (2) (10.8)

wobeidie Funktionent” (%) und derenAbleitungenvon gleicherOrdnungklein wie
die |k, | seinsollen.
NachdemTransformationsgesetz

oz® 9z”
G = g ger9es = (0% = €2,) (%~ €, ) gas (10.9)

folgt fur dengeréhertermetrischenrensor(10.1)

Guwr = Nuw + h,uu - é.p,u - fy,“ . (10.10)

Bei derTransformatior{10.8)geherdemnachtie Gravitationspotenti in derlinearen
Naherungiberin
h/pl/ — h/u/ = h/u/ - 5/,&,1/ - fu,p, . (1011)

Die transformierteGroReh,,, ist ebenélls nur einekleine Stsrungvon 7,,,,. Wie man
durchEinsetzervon (10.11)in (10.4)leicht nachrechnetandertsichder Krimmungs-
tensorbei der Transformatiomicht. Die physikalischerAussagerbleibenbeim Uber

gangh,, — i_z,“, ungendert.Die Potentialeh,,,, und}_zu,, sindin ihrer Wirkung gleich-
wertig. Die linearisierteGravitationstheoridesitztdemnachdie durch(10.11)definier

te Eichfreiheit,in engerAnalogiezu derin der Elektrodynamikwo der Feldsarketen-
sor F,,, beiderUmeichungderPotentialed,, — A, + 0,¢ nichtgeandertwird. Wie

in der Elektrodynamikkonnenwir daherauchhier durch die Wahl einerbestimmten
Eichungdie linearisierterFeldgleichungenereinfachen.
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Zunachstfolgt aus(10.11) )
h—h=h-2", . (10.12)

Damitundmit (10.11)gehendie in (10.6)eingefihrtenFeldfunktionen® ,* tberin
¢, *=0,% ¢, £, +6,%¢", . (10.13)
Die Ableitungenhiervon, dieim Ricci-Tensorvorkommen ergeben

®,°,=9,%, - . (10.14)
Wennin denurspiinglichenKoordinaten® ,* , # 0 ist, kannmanwegenderEichfrei-
heitdasVektorfeldé# sowahlen,dal’die folgendeBedingungerfillt ist

8,0, =6, =08, . (10.15)

Hier bezeichnel := 7*%0,0; dend’Alembert-Operator Bei der so festgelgten
Eichtransformatiomilt dannin denneuenKoordinaten

2 =0 . (10.16)

Mit dieserBedingungsind die neuenKoordinaterund damitdie Potentiale®,,,, nicht
eindeutigbestimmt. Fuhrt etwa eine weitereEichtransformationc” — z* + ¢* aus,
derenerzeugende¥ektorfeld¢# die Bedingungé# = 0 erfullt, dannwird dabeidie
Eichbedingund10.16)nicht geandert.Esseidaranerinnert,daf3bei denEichtransfor
mationenin der Elektrodynamikeineentsprechendilehrdeutigleit vorkommt.
Fordernwir also nach Ausfiihrung einer Eichtransformatiordie Bedingung(10.16),
dannerhaltenwir fiir denRicci-TensorunddenKriimmungsskalak = R", die einfa-
chenAusdiiicke (Strichefortgelassen)
1

1
Ry = 50hy , R=350h . (10.17)

Der Einstein-Ensor(7.1) wird damit

1
G = 50 (10.18)

undesfolgendie sovereinfichtenlinearenFeldgleichungen
0, = 26T}, - (10.19)

Durch Spurbildungerhalt mandarausdie andere~orm (vergl. (7.3)) derlinearisierten
Feldgleichungen

1
Dh/u/ = -2k (Tuu - ETI'UUT> . (10.20)

Zusammerdssendstellenwir nochmaldfest: Die Funktionen®,,, geriigendenlinea-
renFeldgleichunge(i10.19),vorausgesetztie Eichbedingung10.16)ist erfullt. Damit
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sind die Feldfunktionen®,,, nicht eindeutigfestgelgt. Man kannimmernochumei-
chen,ohnedie Bedingung(10.16) zu verletzen,wobei daserzeugend&/ektorfeld £#
derhomogeneMellengleichund1é# = 0 geriigenmul(3. Die Bedingung(10.16)wird
Hilbert-EichungoderauchharmonischéEichunggenannt.Sie entsprichtder Lorentz-
Eichungin derElektrodynamik.

Dadie Losungerderlinearisiertereldgleichungeidie Eichbedingung

N ®upa =0 (10.21)
erfullen mussenfolgt eindeutigaus(10.19)auch
N Tyya =0 . (10.22)

Diesist der Ausdruckfir die Erhaltungvon Enegie undImpulsder MaterieohneEin-
beziehunglerGravitation. Im Vakuum(7},, = 0) geltendie homogenerreldgleichun-
gen

0%, =0 (10.23)

mit der Nebenbedingun@l0.21). Hierausist zu entnehmengal3schwachegravitative
Storungensichmit Lichtgeschwindigkit durchdenleerenRaumausbreitenEin Mas-
sentermkommtin (10.23)nichtvor.
Die tensoriellewellengleichung10.23)beschreibein masseloseBeld mit Spin2.2 In
derlinearenNaherungvird demnactdie AllgemeineRelatvitatstheorieaufdie Theorie
einesmasseloseReldeanit Spin2 reduziert.Esliegt nahe dieseDeutungzu verallge-
meinernindemmandie allgemeineTheoriealsdie einesmasseloseB8pin-2-Feldesnit
nichtlinearerSelbstwechselirkung betrachtet Hierbeisollte jedochfolgenderVorbe-
halt beachtetverden. Die hier benutzterBegriffe Masseund Spin einesFeldeserfor
dern,wie wir gesehemabengineflacheHintergrundmetriky,,,,, die nurin derlinearen
Naherunghnicht aberin der vollstandigenTheorievorkommt. AuRerhalbder linearen
NaherungverlierendieseBegriffe inre praziseBedeutung.
SpezielleLdsungerder linearisiertenFeldgleichunger{10.19) kann mansofort ange-
ben.Dajedeihrer Komponentemlie gleicheStrukturwie die entloppeltenWellenglei-
chungerfir die elektromagnetischefPotentialed,, hat,konnenwir die ausderElektro-
dynamikbekannteguellennalBigeDarstellungn der Form von retardierterPotentialen
auchhier anwenden Fir eineim VolumenV vorgegebeneVaterie-Enegieverteilung
erhalterwir sodie LosungderWellengleichund10.19)in derForm

K 3 ITIW (fla tl)

wobeiim ArgumentvonT),, dieretardierteZeitt’ = ¢ — | — &'| /c steht.

10.2 EbeneWellen

Wir betrachtemun die einfachstenLdsungerder linearisiertenhomogeneri-eldglei-
chungendie ebenenGravitationswellen. In der linearenNaherungerhalt mandurch

3Diesist seitlangerzeit bekannt:M. Fierzu. W. Pauli, Proc.Roy. Soc.LondonA173, 211(1939).
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SuperpositiorebeneMVellen allgemeineldsungen.Auch kannmandie Gravitations-
wellenin derFernzonedurchebenéNellenapproximieren.

Elektr omagnetischeWellen

Zur Einfuhrungist esniitzlich, andie PolarisationszuahdeebeneMellenin derElek-
trodynamikzu erinnern. Die Feldgleichungeffiiir die PotentialeA# lautenin der Lo-

rentz-Eichung
47

OA* = 7]'“ , AR, =0 (10.25)
d.h.im quellenfreierRaum(j# = 0)
OA* =0 . (10.26)
Wir schreibertdie ebeneniNellenin komplexer Form (k - z = k,z*)

AM = Re [a“eik'x] , (10.27)

wobeider Polarisationsektor a# konstantst undk* = (w/c, k) denWellervektor be-
zeichnet. Nur die reellenL6sungersind zu beticksichtigen. Das hierfiir verwendete
ZeichenRewerdenwir kiinftig der Einfachheithalberunterdiicken. Die ebenenNel-
len sind Losungender homogenerDifferentialgleichungn (10.26) und gerilgender
Eichbedingungwenn

kukt =0, kya" =0 (10.28)

erfiillt ist. Die Eichbedingungeduziertdie 4 Komponentewon o* auf3. OhneAnde-
rungderFeldsérkenundohnedie Lorentz-Eichungeu verletzenkonnenwir A#* durch
eineEichtransformatiorandern

AP 5 AP = AP 4 9l (10.29)

Dabeimul3Cly = 0 erfullt sein.Mit

@ = ice™®

erhalt mandie transformierterPotentiale
Ar = ghelk® | gt =gt — gkt . (10.30)

Da der Parameter: nochfrei wahlbarist, kdnnenvon dendrei unablangigenKom-
ponentenvon a* nur zwei physikalischeBedeutunghaben. Um diesebeidenwe-
sentlichenKomponenterzu identifizieren,betrachterwir eine ebeneWelle, die sich
in der z3-Richtungausbreitet.In diesemFall sind die KomponenterdesWellervek-
torsk! = k2 = 0, k¥* = k% > 0. Aus der Bedingungk,a* folgt zurachstmit
k, = (k,0,0,—k)

a® =da® . (10.31)
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Die Eichtransformatior§10.30)laRta! unda? ungéndert iiberfihrt abera? in
ad=a®—ck . (10.32)

Daherkannmandurchdie Wahl e = a?/k die Komponentez® (und damitaucha®)
zum Verschwinderbringen, so daR nur die Komponenteru! und a? tibrig bleiben.
Der Polarisationssktor hat alsonur zwei bedeutsam&omponentendie voneinander
unablangigsind. Dieseentsprechedenbeidenzueinandeprthogonalerrans\ersalen
Schwingungsmodem,! in z'-Richtungunda? in z2-Richtung. Filhrt mandie beiden
Einheits\ektorender Polarisatiore}’ = 6/ undey, = &4 ein, soerhalt mandurchderen
Uberlagerunglie Polarisationssktoren

ai = a(ef Lieh) (10.33)

die zirkular polarisierteWellen beschreibenDieseentsprechedenbeidenmoglichen
Helizitatszusindent1.
Der Begriff derHelizitat wird zur Beschreibng desDrehsinnsinerWelle (einesTeil-
chens)enutzt.Die Helizitatist in derQuantentheorialsEigenwertderProjektiondes
Spinoperatorauf die RichtungdesimpulsesdefiniertA = §- p/|p]. Der Spinoperator
ist dererzeugend®peratorbei raumlichenDrehungerund daherA erzeugende®pe-
ratorder Drehungerum die Richtungdesimpulsesd.h. hier desWellervektors. Stellt
manalsofest, dalReine zirkular polarisierteebeneWelle ¢ bei einer Drehungum die
Ausbreitungsrichtungn

P = ey (10.34)

transformiertwird, dannist offenbary EigenzustandiesOperatorglerendlichenDre-
hunge'*? mit der Helizitat \ als Eigenwert.Der hochsteEigenwerth emgibt denSpin

mit denmoglichenSpinstellunge\, A —1,..., —A. Wenderwir nuneineDrehungum
die z3-Achseauf die Polarisationsektoren(10.33)an
1 0 0 0
v 0 cosf® sinf O
aliu = Rfyeg , BY, = 0 —sinf cosf O ’ (10.35)
0 0 0 1
dannfolgt '
at = etlal . (10.36)

Die zirkular polarisiertenebenerelektromagnetischewellen besitzenalso die Heli-
zitaten+1. In derquantisierterTheoriebedeuteties,dalRPhotonerdenSpin 1 haben
(genauer) mit denbeidenSpinstellungenrt# in der Ausbreitungsrichtung.

Gravitationswellen

Wir kehrennun zu den Gravitationswellenzuriick und behandelrsie analogzu den
ebenerWellenin der Elektrodynamik.Im quellenfreierRaum(7},,, = 0) folgennach
(10.20)far by, diefreien(homogenen§sleichungen

Or™ =0 (10.37)
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derenLosungenn derHilbert-Eichung(10.21)die Bedingung

1
W = ht (10.38)

O

erfullen mussenWir schreiberdie ebeneNelle wiederin komplexer Form
B = Re [A““eik'“] (10.39)

und werdendie Bezeichnundur denRealteil (Re) kiinftig fortlassen. Sie erfullt die
Wellengleichunginddie Eichbedingund10.38),wennk* ein Nullvektorist

k'k, =0 (10.40)

und )
APk, = 5Ak“ , A=AY, (10.41)

gilt. DerPolarisationstensad*” ist symmetrischhatalso10 KomponentenMit den4

Bedingunger(10.41)verringertsichdieseZahl auf6. In denverbleibenderdsungen
sindabernochsolcheenthaltenfir die derKrimmungstensddentischverschwindet.
DiesereinenKoordinatenwellefkkénnenaberdurcheinegeeigneteeichtransformation
o =g+ &M (x), O&* = 0 eliminiert und die Zahl der unablangigenKomponenten
auf 2 reduziertwerden.Die verbleibendeiKomponenterstellendie beidenmdglichen
PolarisationemlerebenerGravitationswelledar

Die ebeneWelle mogesichz. B. in der z3-Richtungfortpflanzenso daRfiir denWel-

lervektor gilt £* = (k,0,0,k), mit k = w/c > 0. Die Bedingung(10.41)emibt dann
im einzelnenbeachtess = —k)

AOO _ A03 — %A

AIO _ A13 = 0

A% _ 4?3 0 (10.42)
A3O _ A33 _ %A

Addiertmandie letzteGleichungzur ersterundbericksichtigtdie Symmetrievon A#”,
dannfolgt zurichstA'! = —A4%2 unddamit A = A% — 433, Mit Hilfe derobigen
Relationenkdnnendie 10 Komponentervon A*” durch 6 ausgedickt werden. Wir
gehenvon denfolgendenKomponenteraus: A%, A1, 433, 412 A" und A?%. Nach
(10.42)erhalterwir fur die Ubrigen4 Komponenten

AlO — A13, A20 — A23, A30 — (AOO +A33), A22 — _All . (1043)

1
2
Bei einer zusatzlichenEichtransformatiorwerdensich diejenigenKomponentendie
eineabsolutephysikalischeBedeutundhaben nicht andern Wir fihrendaherzur wei-
terenReduzierungler Freiheitsgradelie Eichtransformatiomurch

EH = —jehteltT Ot =0 . (10.44)
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Wegen¢# = 0 wird die frihereEichbedingungnicht verletzt. Bei dieserTransfor
mation gehendie Gravitationspotentile h#** genmaf3 (10.11)in A*¥ Gberund esfolgt
hiernach

AHV — AWV _ RV gVER (10.45)
Mit k* = (k, 0,0, k) erhélt mandaherfur die 6 unablangigenKomponenten

All — g1l Al2 — gl2
A3 = A1 _ gl A2 = AP _ 2 (10.46)
A00 — 400 _ 260k A33 = A33 _ 263k

Wir konnennun die Parameters# der Eichtransformatiorso wahlen,daf3 alle dabei
geanderterKomponentein (10.46)verschwindenNachderTransformatiorsinddann
nur nochfolgendeElementedesPolarisationstensokgn Null verschieden

All — —A22, A12 — A21 . (1047)

Demnachkommt nur den beidenKomponentend!'! und A'? eine absolute(eichin-
variante)physikalischeBedeutungzu. In dieserspeziellenEichung,die TT-Eichung
(transwersetracelesgjauge)genanntwird, ist die SpurdesPolarisationstensoigeich,
und damitist auchk = h*, = 0. Die beidenmdglichenlinearenPolarisationerder
ebenennelle sinddurchA'? = 0, bzw. durchA!! = 0 bestimmt.

Wir fuhrenanalogzur Elektrodynamikzwei Polarisationstensoretf” undef; ein

00 0 0 0000
01 0 0 0010

uy HmY

C=loo-10] T o0o100 (10.48)
00 0 0 000 0

Darausentstehenwie im Fall derelektromagnetischeWellen,durchSuperpositiorie
beidenzirkular polarisiertenTensoren

A = a(ef” iek]) . (10.49)

Wie beidenelektromagnetischeiellenkonnenwir siedurchihre Helizitatunterschei-
den. Die Helizitat (und damit der Spin) ermittelnwir ausder Anderungvon A*” bei
Drehungum die Ausbreitungsrichtug, hier die z3-Achse,mit R*, aus(10.35)

At = RF, R AT (10.50)

Die Rechnungemibt, daBdie physikalischbedeutsameiKomponenterd’” die He-
lizitaten A = +2 haben. Die maximaleHelizitat ergibt den Wert des Spins. Beim
Ubegangvon der klassischerzur Quantentheoriéedeutetlies, daRdie entsprechen-
denTeilchen,die Gravitonen,denSpin 2 besitzenmit denbeidenSpinstellungent 2%
in der Ausbreitungsrichtung

Sawohl beim Photonals auchbeim Graviton stellt mannur zwei Spinrichtungerfest.
Dasfolgt, wie wir geseherhaben,ausder Eichinvarianz, die bei diesenFeldernmit
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ganzzahligenSpin ohne Massenternin den Feldgleichungergilt. Die Begrenzung
auf zwei Spinstellungerist somit letztlich auf die Tatsachezuriickzuiihren, da3die
TeilchenkeineRuhmassebesitzen Diesist auchder Grunddafur, dalRbeideWechsel-
wirkungeneine groReReichweitehaben wie dasin dem1/r2-Gesetzzum Ausdruck
kommt.

10.3 Teilchenim Feld der Gravitationswelle

EbeneGravitationswellensind zeitablangige Sthrungender Metrik mit zwei trans-
versalenModen, die sich mit Lichtgeschwindigkit ausbreiten.Wir tiberzeugernuns
zurachstdavon, dader Krimmungstensadie entsprechendemichtverschwindende
Komponenterbesitztund fragendannnachdem Verhaltenvon Probeteilcherim Feld
derebenenelle.

Der Ausdruckfir denKriimmungstensan linearerNaherung(10.4) enttalt die zwei-
tenAbleitungenvon k,,,, fur die manim Fall derebenerWellenerhalt

huwap = —kakghu - (10.51)

BenutztmandieseBeziehungn (10.4),dannist leichteinzusehergalRderKrimmungs-
tensomichtverschwindend&omponenteinat, die sichalle durchdie zeitlichenAblei-
tungenderbeidentransersalenVellenh;; undhi, ausdilckenlassen

1d2%h
RmOnO — 5# , m,n = 1,2 . (10.52)

Die von Null verschiedenefKomponentersind ein absolutegvon den Koordinaten
unablangigesXKriterium flr die ExistenzeineszeitablangigenGravitationsfeldes Au-
Rerdengilt mit (10.37)auchfur denKrimmungstensadn derForm (10.4)die Wellen-
gleichung

ORqup =0 . (10.53)

Wir betrachtemun die Wirkung der ebenenGravitationswelleauf ein Probeteilchen,
daskeinenweiterenKraften ausgesetzist. Ein freies Teilchenim Gravitationsfeld
geriigt der Geodatengleichung

dut dz¥

a4 +Tu ul =0 , v’ = I (10.54)

Fur einanfangsruhendedeilchenistu® = ¢, u™ = 0. In derTT-Eichungsindnurdiein
(10.47)anggebenerkKomponentewon Null verschiedenFur die Christofel-Symbole

folgt damitaus(10.3)
I'fy=0 . (10.55)

Beriicksichtigtmandiesin derGeodatengleichung10.54),dannstellt manfest,dal3sie
mit denkonstantemaumlichenKoordinaten

O— ¢t (10.56)

™ = const , x
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erfullt ist. Obwohl dasbedeutetdalRdie Koordinatereinesanfangsruhendereilchens
(u® = ¢, u™ = 0) sichnichtanderndarf mannicht auf einenfehlenderphysikalischen
Effekt schlieBen. Wegen der Zeitablangigleit des metrischenTensorsn,,,, + by
anderrsichdierelatven Abstandeder Teilchen.Oderandersausgedickt, dabestimm-
te KomponenterdesKrimmungstensongon Null verschiedersind (10.52),fuhrt dies
zu einerrelativen Beschleunigungler Testteilchen.

Wir wollen aufdie AnderungdesRelatvabstandesahereingeherundbetrachterzwei
Teilchenauf der z-Achse, einesbei z = a, dasanderebei z = —a. Infolge der
Geoditengleichungbleibt das Koordinatenintemdl zwischenden Teilchen konstant
beimWert Az = 2«a. Aber der zu messendghysikalischeAbstandwird durchdas
raumlicheLinienelemen{6.7) bestimmt,dasin der TT-Eichunglautet(gq,, = 0)

di2 = — (Nyn + b)) dz™dz™ . (10.57)
Beriicksichtigtman(10.47),dannfolgt darausmit (z!, 22, 23) = (z,y, 2)
di* = (1 — h11)dz? + (1 + hi1)dy® + d2® — 2hipdzdy . (10.58)

Die Abstandeauf Parallelenzur Ausbreitungsrichtungz-Achse)bleibennatirlich un-
geandertweil die ebenerWellentranswersalsind. Da sie demnachvon ¢ und z, nicht
abervon z und y abrangen,kdnnenwir die obige Relationdirekt fur endlicheBe-
reicheanwenderund erhaltenfir den physikalischerAbstandder beidenTeilchenin
z-Richtung

AZ = (1 - h11)(2a)? (10.59)
oder )
Aly = (1= 5hit)(2a) (10.60)
Seinun
h* = et accos (wt — kz) (10.61)

die mit derAmplitude « in z-RichtungeinfallendeGravitationswelle.Da nur Abstande
in der z, y-Ebenegeandertwerden,kdnnenwir zur Vereinbichungz = 0 setzenund
erhaltenmit (10.48)

' = acoswt . (10.62)

In (10.60)kommtjedochdie kovarianteKomponenteh;; vor. Daherist wegen(10.2)
ein Minuszeicherzu betiicksichtigensodalRder Abstandbestimmtist durch

Al = (1+ %coswt)(Za) . (10.63)

Die Gravitationswellebewirkt demnacheine OszillationdesAbstandeszwischenden
Teilchen.

Fir zwei auf der y-Achsebeiy = a bzw y = —a vorhandenerTeilchen,die der
Gravitationswelle(10.61)ausgesetzind, variiert der Abstandgenafd

Aly=(1- %cos wt)(2a) . (10.64)
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Wegenderin (10.58)bereitsbetiicksichtigterRelationh,; = —hgs unterscheidesich
die Abstandanderungernn denbeidenRichtungendurchein Vorzeichen.Wennalso
der AbstandAl in z-Richtungein Maximum hat, ist in dery-Richtungein Minimum
vorhandenundumgelehrt.

Zur VeranschaulichundesEffekts betrachtemwir einenRing von freienProbeteilchen
in der zy-Ebene(mit Koordinatenabstand vom Ursprung),der durchdie Gravitati-
onswelle(10.61)deformiertwird. In Figur 15 ist da Ergebnisschematisclilaigestellt
(Polarisation(+)). Daneberist dasentsprechendBrgebnisfur die Welle vom Polari-
sationstypl/ I (Polarisation(x)) gezeigt.

SRR

\
y |
} A3

+) (x)

Figur 15: Deformation eines Ringes von Probeteilchen durch eine ebene Gravitationswelle vom
Polarisationstyp I (+), bzw. IT (x).

Offensichtlichist dereinzigeUnterschiedzwischendenAbbildungeneineRotationum

45°. Diesfolgt unmittelbarausder TatsachedaRder Polarisationstensaty; ause”

durcheinesolcheTransformatiorhenorgeht(s. Aufgabe31). Die beidenunablangi-
gen Polarisationsrichtugen I und I7 stehenalsoim Unterschiedzu den elektroma-
gnetischerWellennicht senkrechaufeinandersonderrbildenim Fall der Quadrupol-
strahlungeinenWinkel von 45°. Wir kdnnenhier offenbarfolgendeallgemeineRegel

ablesen. Ein Strahlungsfeldm = 0) mit Spin s hat zwei unablangigeZustndeli-

nearerPolarisation. lhre Richtungenbilden einenWinkel von 90°/s. Diestrifft auch
fur Neutrinosmit demSpin1/2 zu, derenzwei Spinstellungerentggengesetz{180°)

gerichtetsind.

In Figur 16 sind schlieB3lichdie durchzirkular polarisierteGravitationswellen(vergl.

(10.49))henorgerufenerDeformationerdagestellt,die wir durchihre Helizitatenun-

ONNG

Figur 16: Deformation durch eine Gravitationswelle positiver Helizitat (links), bzw. negativer
Helizitat (rechts). Im Fall positiver Helizitat rotiert die Deformation entgegen dem Uhrzeigersinn,
wobei die Welle auf den Beobachter zulduft.
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terscheidekdnnen.Zu bemerlenist, dalRin beidenFallennatirlich nur die Deforma-
tionen(d.h. der Wulst) in der anggebenerRichtungrotiert. Der Ring der Teilchen
rotiert nicht, die Teilchenschwingemur umihre Anfangslagen.
Wir kdnnendasErgebnisderGleichunger(10.63)und(10.64)sodeuten:UnterEinfluf
derebenerGravitationswelleoszillierendie Teilchenin gleichenWeisewie derAbstand
zwischenihnen. Sie erfahrendabeidie Beschleunigungelativ zum Nullpunkt (Az =
a)
2

% = —%an coswt . (10.65)
DieseBeschleunigungerhalt manmit h1; = —acoswt auchausder entsprechenden
KomponentalesKrimmungstensord 0.52)

caRyo10 = —%an coswt . (10.66)

Mit anderenNorten,die Gravitationswellebewirkt OszillationendesKriimmungsten-
sors,die wegenderdaraudolgendenBeschleunigung@l0.66)zu entsprechendeperi-
odischenAnderungerder relativen Abstandezwischenden Teilchenfilhren. Bei den
Versucherzum direktenNachweisder Gravitationswellengehtmanvon der Messung
dieserperiodischerAbstandénderungemus.

10.4 Nachweisvon Gravitationswellen

Die Versuchezum direkten Nachweisder durch Gravitationsstrahlug henorgerufe-
nenvariablenRaummetrikoeruherauf denfolgendenzwei Prinzipien. Bei denzuerst
von JosephWebef konstruiertenDetektorenregistriert mandie Verformungereines
Festlorpers,der unter dem Einfluf3 einer Gravitationswellezu Quadrupolschwingun-
genangergt wird. Der grof3teEffekt ist dabeinatirlich im Resonan#il zu erwarten.
Daherist der Detektornurin einemengenFrequenzbereichesonderempfindlich.
Bei der zweitenMethodewerdendie relatven Abstandanderungerin einemmit La-
sern betriebenerMichelson-Interferometeaufgezeichnet. Die beobachtetefRaum-
punktesind hier durchdie PositionerndesStrahlteilersund derbeidenEndspigel defi-
niert. DieseMethodebietetdenVorteil, daBmannebeneinemabstimmbareschmal-
bandigerSignalauchbreitbandigesignaleregistrierenkann.

Die relatve Abstandanderungentsprichtbei geeigneterAusrichtungdes Detektors
der Amplitude o der am Detektor eintrefenden Gravitationswelle, sie ist maximal
Al/l ~ a. Um eine Vorstellungdason zu gewinnen, wie geringder zu erwartende
Effekt ist, soll hier eine Abschatzungder Grolienordnungleram Empfangerzu erwar-
tendenAmplitude geriigen. Als wesentlicheQuellender Gravitationsstrahlunckom-
menraschbewegte groReMassenin Sternerbzw. Sternsystemerinsbesonderenter
Beteiligungvon NeutronensternenderSchwarzenLdchern,in Frage.

Ein einfachesBeispielist ein Doppelsternsystendasauszwei einandetim Abstandd

4J.Weber: The Searchfor Gravitational Waves,in A. Held (Ed.), GeneralRelatvity andGravitation,
Vol. 2, PlenumPress].ondon1980.
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umkreisendemMassenM; und M, bestehermmdge. Die dimensionslosémplitude «
ist durchdie hier vorkommendertharakteristischehangerbestimmt.Sieist zurachst
proportionalzu denfir die gravitative Wirkung maf3geblicherschwarzschild-Radien
rg1 Undrgs derSterne.Zweitensist die AusdehnunglesSystemsi (Abstandder Ster
ne) im Nennerzu bericksichtigendennje geringerdieserist, destoschnellererfolgt
die Bewegungder Massen.Da die Amplitude mit zunehmendeEntfernungD (> d)
von der Strahlungsquellabnimmt,wird schliellicha mit D im Nennerdimensions-
los. Beim Beobachtein der EntfernungD trifft demnacteine Gravitationswelle(der
doppelterUmlauffrequenz)mit einerAmplitudein der GroRenordnungin
T's1Ts2

a= D (10.67)
Um ein Zahlenbeispieku geben betrachterwir ein Systemdasauszwei Neutronen-
sternen(Massenje 1.4 M) besteht,die im Abstandvon etwa 20 km einanderum-
kreisen. Befindetsich diesesm nachstgelgenenGalaxienhaufengem etwa 50x 106
Lichtjahre entferntenVirgo-Haufen,dannerwartetmannachobiger Abschatzungauf
derErdeeineAmplitudein der GroRenordnungr ~ 1072, Dieseextremkleine Am-
plitude entsprichteiner Langefnderungvon 10~3 fm je Kilometer Zum Vewleich
sei daranerinnert,dafdie Radienkleiner Kerneeinigefm (10~ '3 cm) betragen.Man
hofft, dieseminimale Amplitude mit denin nachsterZeit in BetriebgehenderiLaser
Interferometerraufldsenzu kdnnen.
Verschmelzerschlielichdie umlaufenderSternebeim Verlasserder letztenstabilen
Bahn, dannkommt es zu einer fir sehrkurze Zeit besonderseftigen Emissionvon
Gravitationsstrahlug. Im Endzustandbleibt nurein Partner(etwaein Schwarzed_och)
bestimmteMasselibrig. Eine entsprechend®begrenzebeobachtbareAmplituden,
die von solchenZusammenhirchenheriihren,kann man absclatzen,indem mandie
obigeFormel(10.67)auf

(10.68)

Ts 17 10kpc| M
a < D= [

D | Mo
reduziert.Die EntfernungD wird hierbeiin Kiloparsecgemessen.
Der von J. WeberbenutzteDetektorbestehtauseinem153 cm langenAluminiumzy-
linder von etwa 108 g, der mechanischund akustischsogut isoliert wird, daRin seiner
Grundschwingungon ca. 1.6 kHz nur noch dasthermischeRauscherals dominie-
rendeStrungvorhanderist. Zur VerminderungdesRauschensvird der Detektorbei
tiefen Temperaturetbetrieben.Die Schwingungemwerdenmit Hilfe deram Zylinder
angebrachtepiezoelektrischeuarzein elektrischeSignaleverwandeltund dannre-
gistriert. Die sonachweisbareAmplitudenderZylinderflacheriagenbeica. 10716 m.
Zur Unterscheidunger Signalevom Rauschemindum anderenicht gravitative Effekte
zu vermeiden stellte Weberzwei Zylinder in groRerEntfernung(in Marylandundin
Chicago)auf und registriertedasgleichzeitigeAnsprecherder Detektoren.Er konnte
jedochnichtiberzeugendachweisendalldie vonihm beobachteteKoinzidenzerauf
Gravitationswellenzuriickzutihrenwaren. SeineVersuchenvurdenin mehrererande-
ren Laboratorienmit verbesserteetektorerwiederholt,dochgelangesnicht, seine
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Ergebnissezu reproduzierenEs bleibt seinVerdienstdiesemneuenForschungszweig
denentscheidendelmpuls gegebenzu haben.Immerhin hatteder negatve Ausgang
derExperimenteobereGrenzerfir Ratenund Starke von Gravitationswellenim kHz-
Bereichergebenund offenbarwaren AmplitudengroRerals 10~17 nicht oder auRerst
seltenzu erwarten.

Bei einerErhdhungderEmpfindlichleit desWeberDetektorszur Messungson Auslen-
kungender GroRenordnund0~17 cm gelangtmanin denBereichder Quantentheorie.
Die Empfindlichleit ist letztlich durchdasUnscharfeprinzipbegrenzt® Jegenaueder
Empfangerdie Positionan den Endendes Zylinders mif3t, destostarker und urvor-
hersehbareist die Ruckwirkungder Messungauf den Detektor. Wesentlichist dann
die Methodeder,unzersbrbarenQuantenmessuhgquantumnondemolitiormeasure-
ment). Der Empfangerist hiernachim Prinzip so zu konstruierendaf3der RiickstoR3
denEffekt der Gravitationswellenauf denZylinder nicht beeinfluRe
NachdiesenrerstenErfahrungerkammanvermehrtzu der Auffassungdafdie interfe-
rometrischeMethodeweitauserfolgwersprechendest. Wir wollen dasWirkungsprin-
zip desinterferometer&urz erlautern.Die beidenArme desMichelson-Interferomete
mit denfrei beweglich und von andererEinwirkungenisoliert aufgetangtenSpiggeln
mogenentlangder z- undy-Achseorientiertsein.Einein z-RichtungeinfallendeGra-
vitationswellevom Polarisationstyd wird entggengesetzteangeinderungein den
Armen(LangenL) henorrufen

1

L, = (1 + gacos wt> L (10.69)
1

L, = (1 — gacos wt) L . (10.70)

Beim Michelson-Interferometeist die am Detektorin O (s. Fig. 17) gemesseninten-
sitat desLichts

I= %I@ (14 cosé) . (10.71)

Hier bedeutetl; die einfallendelntensitit und § die Phasewerschieling der interfe-
rierendenTeilstrahlen. Letzterehangtvon der Differenzder WeglangenA L und der

Welleninge desLichts ab

5= 2#% . (10.72)

Die durcheineGravitationswellehenorgerufenerL angenderungefiihren wenndie
LaufzeitdesLichts im InterferometeRL/c klein gegendie Periodeder Gravitations-
welleist, aufdie zeitablangigePhasewerschiehng

47 4 Lo
6= Y (Ly — Ly) =
SDieseUrsacheder beschanktenMeRgenauigit wird diskutiertvon K.S. Thorneet al., Phys. Rev.
Lett. 40, 667(1978).
SHinsichtlich weiterer Einzelheitenzu diesenUntersuchungesieheC.M. Caveset al., Rev. Mod.
Phys.52, 341(1980).

coswt . (10.73)
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Spiegel ™

Laser

1¢]°
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Figur 17: Laserinterferometer in Michelson-Anordnung. Die durch die Gravitationswellen hervor-
gerufenen unterschiedlichen Abstandsanderungen der Spiegel filhren zu einer me3baren Pha-
sendifferenz des zwischen den Spiegeln laufenden Laserlichts.

Diesist in die Gleichungfir die Intensitit (10.71) einzusetzen.Gelingt es also die

Anderungder so entstehendeinterferenzstreiferzu messenkann mannachdiesem
Prinzip einevorhandeneGravitationswellenachweisen.Fir den Empfang einer Gra-

vitationswellebestimmter~requenzyibt eseineoptimaleLangeder Interferometerar
me. LaltmandasLicht mehrchzwischendenSpiegeln hin und herlaufen,kanndie

ArmlangevergrolRertwerden. Die DurchfuhrungeinessolchenExperimentserfordert
allerdingseinenerheblichermeftechnischeAufwand. Dahersind dieseDetektoren
auchin finanziellerHinsichtaufwendigealsderWeberZylinder.

Geggenwartig werdenin denUSA zwei Interferometemit je 4 km Armlange(LIGO)

erstellt,einesbei Hanford, Washingtondasanderein der Nahevon Livingston,Loui-

siana’ In Italien entstehdurcheineitalienisch-franisishe KooperationVIRGO) in

derNahevon PisaeineAnlagemit 3 km Armlange.Dasin deutsch-britischeZusam-
menarbeiin Ruthebei Hannwer gebautdnterferometelGEO 600 hateine Armlange
von 600 m und soll nachPlanEnde 2001 denstndigenMelRbetriebaufnehmen.Bei

diesemDetektorwerdenzum Ausgleichder geringenArmlangebesondersortschritt-
liche InterferometeiTechnilen verwendet. Er ist in der Lage, Gravitationswellenim

Frequenzbereickion 50 Hz bis 2kHz nachzuweisef.Zu erwahnenist fernerderjapa-
nischeDetektormit 300m Armlange(TAMA 300),deralsTechnologiestudiéir einen
geplanter3-km-Detektordient. Mit diesenBemiithungenriickt der direkte Nachweis
von Gravitationswellenin greifbareNahe? Fur die weiter Zukunft planenESA und

"Das Laser InterferometerGravitational-Wave Obseratory (LIGO) wird naherbeschriebervon A.
Abromovici etal., Science256 325(1992).

8NahereEinzelheiteriiberGEO600findetmanz. B. beiK. Danzmanrin C. Lammerzahétal. (Eds.):
Gyros,Clocks,andInterferometersTestingRelatvistic Gravity in Space SpringefVerlag,Berlin 2000.

°AusfuhrlicheDarstellungerzum ThemaderGravitationswellendetektorefindetmanz. B. in D. Blair
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NASA denStarteinessatellitengesittzteninterferometerd ISA (Laserinterferometer
SpaceAntenna)mit iiber5x10° km Armlange derzur MessungniederfrequenteGra-
vitationswellen(bis 1 kHz) dienensoll.

Zukuinftig sollendieseundweiterenochzubauendénterferometeeinweltweitesNetz-
werk egebenund so die weitestgehend&ntschiisselungderin denGravitationswel-
len enthaltenerinformationenermbglichen. Damit 6ffnet sich ein neuesFensterzur
Beobachtungon Ereignissenn kosmischerSystemendie auf schnellerBewegungen
groBerMasserberuhen.DieseGebietesehrstarler Gravitationsquellersind gevdhn-
lich von einerrelativ dichtenMaterieschich{Dunkelwolken) umgebendie elektroma-
gnetischeWellen absorbiert. Von den Ereignisserdahinterkdonnenwir nur tiber die
dasganzeUniversumdurchdringenderavitationswellenerfahren.Man darf von der
Gravitationswellen-Astronmie erwarten,dal3sie wesentlichzur Beantwortung vieler
nochungek&rterastrophysikalischdfragenbeitragerundsounsereErkenntnisseaiber
dasWeltall erweiternwird.

(Ed.): TheDetectionof GravitationalWaves,CambridgeJniversity PressCambridgel 991;P.R. Saulson,
Fundamentalsf InterferometricGravitational Wave Detection World Scientific,Singaporel 994.






